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①

§ 1 Quiver

Def quiver (箙) とは 4つ 組 Q= ( Qo
.
Ql

.
S .t ) で

Q。 QI は (有限) 集合 、
S
.

t は写像 Q 、→ Q。

quiver = 有向グラフ Q。 i 点 の 集合
.
Qi : 矢の集合

AE Qi を 矢 S(a)→ t (A) と みなす
Source Target

EX Q。 = { 1 .2 } a b C

da
G 1T.ba Q、 = { a.be .

d } { } と し ?
d

Def Q の 道 とは 矢の 列 P = a 、ai.ae で S しど )= t (di)

をみたすもの ( SLP ) := Sue)
、

t(p ) = tan )
い く えさ l )

各 IE Qo も 長さ 0 の道 ei とみなす



②
EX Q = [ 1

91
> 2 T . . . min ]

Q の 道は eij := Ain . . .

a.mg いない En ) の 1型 ) 個

Def Qの 道代数 EQ とは
.
Q の 道を 基底 とする とベクトル

空間に 、 道の 結合により 積を入れて えら れる と代数

p . q : = { PE S (P) = t (q )

O else

性質 . ei ( iEQ。) は 直交巾等元 eiな = { G たる
else

i [ ei = 100~
iEQ。 def

. dim e EQ< s # Q : acydic く⇒ ei 以外に サイクル

( SLP ) = 七(P) を 満たす Path ) を持たない



③

EX 上の Q に対し
,
EQ = を ¢ 0

'

_

ない ため ( いよ) 成分 1 .
他は 0 )

(右 ) ICQ加群 = 0で の 表現

ICQ加群 X 各 えE Qo に 4ベクトル 空間 Xi を与え ーし を与える に し 各 (a :いよ ) に 線形写像 Xa : ×よ→ Xi を 与える )
・ ICQ加群 X に対し

」

( Xi- Xei . Xa := ( - a) : XG→ ×ei ) は の表現

- QP の 表現 (Xi . Xa) iEQo.AEQ、
に対し

.

X := 昆 は 自然 に EQ 加群 となる



④

ICQ加群 X = (Xi . Xa) iEQo.AEQ、 に対し .

dim X := ( dim e Xi ) iEQ。 E が 次元ベクトル

EX Qt [ 1 2 ] ICQ= 低利
・ ICQの 行 [ EO ]

,
[ ICE] および [OIC ] [ ICE ] / [ ICO ]

I I I は EQ加群

[ ICAO ] [Etc ] [ 0 ICI : 0 の 表現

次元ベクトル ( 1 . 0 ) ( 1
.
1 ) (0 .

1 )

- E 加群 X で 岨× = (di.dz ) なる ものは 線形写像 d <
N で2

つまり di X ch行列 Xaで決まる



⑤

. xa
基本変形 [冠 8 1 ( r = rank Xa ) なので

X = [ ICO ]
④ しか「 '

④ [ ① ¢やな [ 。 。
④ (der )

A : 環

Def A加群 X (キ0 ) が 直既約 器
A加群 Y .

Z が X= Y④ Z を みたせば Y = 0 or Z= 0

Ex 直既約 [E 加群 は [ EO ]
,
[ ICE]

,

[04 ] の 3つ

Def A : 有限表現型 島 直既約 A加群 の 同型類は 有限個



⑥

Thin ( Gabriel 72 ] Q : Connected quiver

① EQ : 有限表現型 内 Q : Dynkin quiver に 以下 の

グラフ の 辺を 矢におきかえて えられる quiver

An ( N 2 1 ) . . .

i

Dn (N24 ) . . .

i

En M= 6.7.8 ) . . .

② ① の とき

dim : { 直既約 ICQ加群 }
"

> { Qの 正ルート )

ルート系 の 圏化 〉 団代数の 圏化の 原型



⑦

Qの 2次形式 i 8QM := [ パー [ NaNa、

EQ。 aEQ 、

Q の 正ルート : d EIN で 9Q(d ) = 1 となるもの

Rem Q が non
- Dynkin の ときも 、 正ルート を適切に 定めると

dim : { 直既約 ICQ加群 } 》 { Qの 正ルート )
[ Kac 80 ]

団代数の 圏化

団構造を quiver 表現の 圏構造の 不変量 とみなす



⑧
§ 団代数

反対称イ行能行列 B → 団代数 A (B )
U

反対称行列 B 〈
H

〉 ループ と 2サイクル を持たない quiver Q

Q 1→ B = (bit ) i.geQ。

by := # { i→ t.in QI } - # Ij→ LinQ 」 }

このとき (Q) := S (B )

Def ( quiver mutation ) Q : quiver as above
.

kEQ。

① t (A)= k = S (b ) をみたす 全ての 矢の ペア (a .b ) に対し 、

新しい 矢 T.ba] : SLA)→ t (b) をつけ加える



⑨
② k を 端点 と する 全ての 矢の向きを 逆にする

Bernstein - Golfand - Poncomarev relation (鏡映 )

③ 2サイクル を 1つずつ
、 無くなる まで 取り除く

① 、
2 2 ③ 2EX

a ? b
→

②
→」

ns
、

「 「

1 くこ3 1 !" 3 1 <
> 3 I 3

Fi= Qは、i . xn) : n変数有理関数体

quiver R で R。 = { t.2.in } なるものと

F の 生成元 V1
.

. . .

. Un の 組 (R.lu i.vn } ) を Seed と よぶ

Def ( seedmutationlk.GR 。

Mk (R.lu .

. . .

.Un} ) := ( Mk (R) 、 { v1 i. vk.i.vn} )



UI :二 十 ( IT Use + IT Ute )
⑥

Uた
aER、 AERita) =k S (A)=k

Seed (Q
.
いい

.

. . .

.っしい ) に mutation をくり返して 、

n正則木 Tn

の 各点 に Seed が 定まる : :

下川2←)に→D 3 2
、

. .
' '

l
z 3MI 、

CMT 2
)し、→ )は→ っしろ 「

弘 一つ )(3 3
. .

1

2 3
1

. .

3 2

x.→×←塔 : :

Def この よう に して 得られる 各 Seed (R .
Wii

. Un } ) に対し 、

Wii
. Un } を 団 (Cluster ) 、

各 vi. を 団変数 ( Cluster Variable ) とよぶ

S (Q) := を[v1 団変数 ] CF 団代数 (Cluster algebra )



①
)(け)(3 つ(いし3十)(けつしろ
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④

Def A (Q) : 有限型A 団変数 が 有限個

Thin [ F。min - Zelevinsky 031

① A (Q) : 有限型 〈⇒ Dynkin quiver に mutation をくり返して

Qが えられる

② Dynkin quiver Q に対し

{ A (Q) の 団変数 } \ {Mir . xn} Y { Q の 正ルート }

とくに

値既約 ICQ加群 } Y { A (Q) の 団変数 } \ {Mir . xn}

( Gabriel I に 1 」
II [FZ]

{ Q の 正ルート }



④
frieze による 計算 Q : acydic quiver

① Qの コピー (I) に20 ) を 並べる

i i iEX

。 。 i
. . .

. . . . . .

Q Q10) Q(1) Q12) QB) Q(4)

② Qの 各矢に対し
.
逆向きの 矢を に) から Qじけい へ描く

i i i i i i

i i t t
,

t
」

t . . .

. . t
」
. .

Q Q10) Q(1) Q12) QB) Q(4)

③ Q(0 ) の 点え に つい を 書き
、
以下 の ルールで 左から 順に

F の元を書いていく



④
ルール

u
で頖シw ⇒ w = も し けいV2 )
ら ve

ただし U からは 1本の矢が 出ている
。

また
.
Uと Wは Qの 同じ点 、

D
ついた十たかなけつ(3

x 、EX かたつしろ

べべ」 へ」
)につら+っくけつしろ 弘孔けつしけや

)に孔3

/※ i※ r 」 やゝ
っしけっしろ つに+1つい た𡵅 )(2 )(3

"

Rem ・ 特別な seed mutation を 計算 している

- Dynkin quiver なら 、
全ての 団変数が 得られる

frieze quiver 表現 の AusIander- Reiton quiver



⑤
ICQ の AusIander- Reiton quiver

. 点 : 直既約 ICQ 加群
- 矢 : 既約射 (非自明 な方法で 2つの 射の 合成にならない )

Ex Q= [ 1→ 2→ 3 ] EQ = 佳能 |
[ [[ [] かた+たつしろなけっしろ

つ
かたつ(3

/
[ EGO ] [ ICE ] たつしみつくけつ(ろ かつけつしけ)は

っ

」
っ

」 で"ゝ や※
[GOO ] [ 0 EO ] [ 0 0 ¢ ] つに+1 つく※3 つに+1

つ(1 )(3

つ

は 自然 な単射
。 」

は 自然 な全射

直既約加群 X と 団変数 U が 対応するとき
、



④
. ( v の 分母 の 指数 ) = dim X

. ( U の 分子 の 項の数 ) = ( X の 部分加群 の数 )

Ex × = [EEE ] は 4つ の 部分加群 を持つ

[0 0 0 ] C [E00 ] C [ICE O ] C [EEE ]
か)(3 つ(3 つし、 ついに

ICQ加群 X
.

l = lli ) iEQ。
EIN
"

Gare (X ) { (Yi) iEQ。 ET Gre、 (Xi ) | Y は X の ICQ部分加群 }
iEQ。

quiver GrassMannian

' l [ x (Grant
な疾奴がCCW :二

が . . .が ONE d tert
河

Eder標数



④
Thin [ Caldero - Chapman 06 ] Q : Dynkin quiver

直既約 ICQ 加群 X に対応する 団変数は CC (X )

問 non- Dynkin では ?

初期団変数 の 対応物 は ?

団 は どの よう な ICQ加群 ?

「 Gベクトル
.

Cベクトル は ICQ加群 の 何 ?

[EEE ] [EEE ]
っ

[ EGO] [ ICE ] [EEI [GEE ]
っ っ

[GOO ] [deOf d 0 ¢ ] [ [00 ] [deOf d 0 ¢ ]
EQ

BGP election



⑧
ら 導来圏 と 傾理論 ホモロジー 代数学で 基本的

A : 環 Mod A : A加群 の圏
- C(ModA)

で I
対象 : A加群 の 複体 ×= [ -→ 心→パ→火→ . . . 1 did= 。

射 : 鎖準同型 f t t t
'

げ げ
Y = ( -.- → ど→ ど→い → . . . ]

f : 擬同型 A VIE 区
、

Hi (f ) : げ (X) = げいく )

- D (ModA) : A の 導来圏 ( denved category )

U C ( Mod A ) に . 全ての 擬同型 の 逆射をつけ加えたもの

が(modA) : 有限生成 A加群 の 有界複体

U

パ ( Pro」A) : 有限生成射影 A加群 の 有界複体



IE Z に対し 臼 : D (Mod A) で D (Mod A) シフト関手 ④

E
'
I

1→心→ パ→ 火→ - ] = 1 . . . →心理が
二

が . . . ]
-1 0 1 - 1 0 1

i X .YEMod A Horn Dmm 、 ( X ,
YM ) = { E×指 (X .

Y ) I 2 0

0 え く 0

EX Q= [ 1→ 2→ 3 ]
a = 1 と を 81吹 mod EQ) の AusIander - Reitem quiver Eee

. . . [ 0 0 ¢ ]トリ [EEE ] [GOO ][II [ 0 0 0 ] [ II [ 0 0 ¢ ] [りつ
」

'

」

っ

」
'

」
'

[ OEC] [t] [ EGO ] [ O ICE ] [ EGO ] [|] [ O ICE ] [1] い

つ

」
っ

」

っ
っ

」
. . . 。 。 ] [ 0 EO ] [ 0 0 ¢ ] [ ICE ] [1 ] [GOO ][2]

Fact V
quiver Q .

D (Mod EQ ) の 直既約対象 は Xに1

(XE ModQQ.IE区 )



④

Tim [森田 58 ] 環 A
. B に対し .

以下は同値

① ヨ 圏同値 Mod A = ModB

② ヨ 圏同値 proj A = pwj B

③ ヨ A の 射影 生成元 P st EndA(P ) = B 森田同値

Ex A と 行列環 Me (A) (l2 1 ) は P や' により 森田同値

傾理論 King Theory ) : 導来圏 の森田理論

Thm [ Rickand 89 ] 環 A
. B に対し _

以下は同値

① ヨ 圏同値 D (Mod A ) = D ( ModB )

② ヨ 圏同値 パ ( proj A ) = パ ( pwj B)

③ ヨ A の 傾複体 T st End D (modA) (T) = B



②

Def TED(ModA ) ・

.
A の tiKing Complex (傾複体 )

剛 {
・ HOMDA) (T.TW ) = 0 V1キ 0

- thicKT = Kb ( proj A )

・ XE D ( Mod A ) からはじめて
、
シフト関手

。
写像錐

。

直和因子

をとる 操作を くり返して 得られるものの 全体を thic以 と表す

EX . A 自身 は AntiKing Complex

. tiKing Module [ Dreamer - Butler 80 ] は tiKing Complex

、 BGP election

90年代~ : tiKing Module の 持っ 組み合わせ論的構造 、 変異構造

Ringel.Riedtmann-Schofield.Happel-Unger.ir



②
Def [ Keller - V0ssieck 88 ]

TED(ModA )
・

.
A の siKing Complex ( 準傾複体 )

剛 { D
HOMDA) (T.TK] ) = 0 Ve > 0

② thicKT = Kb ( proj A)

① のみ 満たすとき
. presiKing Complex

、 以下 では さらに T が basic であることも 仮定する

し た下⑦ -.- ④ Tn
、
た : 直既約

.

たきな (たきよ ) )

Thin [ Aihara- I 12] T : A の siKing Complex

① # { T の 直既約直和因子 } = # { A の 直既約直和因子 }

② T = T ④ ・ Tn
、
た : 直既約 とする

も KkEn
、 Ten を 別 の もの に入れかえて



新しい siKing Complex ②

ME (T) = (T / Tea ) ④ TE

MI (T) = ( T /T ) g *た } が 得られる (変異 )
③ { A の siKing Complexes } は 自然な 半順序 を 持ち 。

その Hasse quiver の 矢は 変異で与えられる

EX Q= [ 1-) 2] Hasse quiver of siKing Complexes : 2- Term

A = EQ = 1を 別
叩(mod A)
X-1 Xi X3 ×5

[0¢]El ] [ICE] [EO][り [041111
- t.rs r 、 r

[EO] [OE] [EE ] [1]
✗。 ×2 ×4

①✗4



一 団構造 に 比べて 大きすぎる ④
def

Def が(modA ) ヨメ : 2- Term 〈⇒ × = [ -.- → 0→ げ→げ→ 0→ . . . ]
背へ-

EX Q= [ 1→ 2→ 3 ] EQ = ド
00

¢GO.cad
Ztermy

. . . [ 0 0 ¢ ]トリ [EEE ] [GOO ][II [ 0 0 0 ] [ II [ 0 0 ¢ ] [りつ
」

っ

」

っ
っ

」
つ

[ O ICE] [t] [ EGO] [ O ICE ] [[EO] [|] [ O ICE ] [1] . . .

っ

」

っ
っ

」
. . . 。 。 ] [OEOf d OE ] [ [ICE ] [1 ] [GOO ][2]

かた+たつしみつ(けっしろ

かたつしろ こい
べ / ゝ

)(2つしみつくけつ(3 )(1つに十孔け)(3 つ(z
)(27(3

i※ F t.IS
つい迥(3 つに+1た𡵅 っしろ

つ(3



Hasse quiver of 2 termsiKing Complexes
. .

[EEE ] [GOO ][1 ]
っ っ 、

-

[ EGO] [ EE ] [EGO ] [1]
っ

っ っ
.

'

.

。
[¢00 ] [ d EO ] [SOE ] [EEE ] [1 ]

. .

し

- _ _ i.に
. .

L

. . is
.

'

.

'

.

'

.

'
.

'

.

'

.

'

.

n r

-
s - _ -

i
- _ _

て 「

. .

. .

し

「

T.IE
く



④

Thin [ Caldero- Keller 06 based on Brian - Marsh- Re inelse - ReiTen
- Todonev06 ]Q

'

.ua/dicqviver.A=1CQ

① { A の 直既約 2-termpre.siKing Complexes } X eiA [ l]
I ]

~

> { A (Q) の 団変数 ) CC (パ(X )) つに

② { A の 2- termsiKing Complexes }
~

> { A (Q) の 団 }

Fact ① Q。 けっ { 直既約 射影 A加群 }
II > eiA

② T= [ . . . → 0→ げ→ げ→ 0 → . . . ] : A の siKing Complex

⇒ も 直既約 射影 A加群は .
がとげの 片方のみの 直和因子



9ベクトル の 圏化

µ
二 ・

K。( 炉( Prog A ) ) : Gardendieck群

:= ④ 区[X ] く [X] - [Y]t [Z ] | ×→Y→2→ × [II >
XE パ( pwjA) Triangle

= K。 ( pwjA ) = ④ 区 [P]
P : 直既約射影A加群

Cor Q
'

.ua/dicqviver.A=lCQ

A の 直既約 2-Term① { presiKing Complexes } 〉 KO ( 1つはA )

tn ? t

{ A (Q) の 団変数 )
gベクトル

〉 が



④
② V 団 { U 、i . Un} と しこ の なベクトル GE が に対し

.

G 行列 [g 、i . 8n ] の 各行 は 他 or -パ に 含まれる

( sign- coherence )

Cベクトル の 圏化

K。( 叩 (mod A ) ) = K。 ( mod A ) = ④ 区 [S ]
P : 単純 A加群Gardendieck群

Qo が {単純 A加群 }

II 〉 Si : = ( 次元ベクトル (0 . . . I . . . 0 ) の 加群 )



⑧
炉 ( pwj A ) × 呪mod A) > 呪mode )

K。 f ( X
.
Y ) l 〉 RHornA(XY )

K。 (pwj A ) X K。 (modA) > を

{ eiA } EQ。
と { SiSEQ。 は 双対基底

Def X = X、⑦ -.- ④ Xn E DKmodA) : Simple- minded Collection

代⇒ |
「 HOMD(ModA) (Xi .な ) = { E によ

。 iな
i Horn D (ModA) (X . X[l] ) = 0 Ve< 0

. thick X = 叩(modA )



④

Cor Q : acydic quiver .
A = EQ

A の 2Term
A の 2- tem

① { siKing Complexes } = | Simple - minded } っ K。 (modAP
Collections

て て

い ?
> べしか{ A (Q) の 団 } C 行列

② V 団 {vii. Un} の C行列 [C 、 i .GJ の 各列 は

パ or -パ に 含まれる ( sign- coherence )



・ 導来圏 を 用いて 団圏 ( Cluster category ) と(Q) が 定義 される
[BMRRT]

、

団構造 の 圏化に 程良い大きさと
. . .

優れた対称性 ( 2-Calabi - Yav性 ) を 持つ
iii.

( Seed の quiver ) は と (Q) により 圏化される ↳ 同一視も

Qが acydic でないとき quiver with potential (Q .
W ) を 考える

。 ICQ の代わり に Jacobian algebra P (Q .W ) に対して ④ ~④ の

Thin
,
Con が成立する (ただし reachable な (pre) siKing に制限する )

- 団圏 と (Q
.
W ) は Ginzburg dg algebra の 導来圏 から 定義 される

( Annie Keller]

Derksen-weyman-zdevinsky.Nagao.Plamondon.ir/(CemlliIre1li
- Keller - Laband ini - Fragoso- Plainandon

数理科学 2015年3月号 「
団代数と傾理論

、
団傾理論 」 参照



- 2- termsiKing Complex 以外の 言葉で Thm 、
Con が述べられる ことも 多い

Thin [ Kong -Yang ,
Nachi - I- ReiTen .

BhisHe - Yang .

Asai
、

以下 の ものの 間に 1対 1 対応が存在する Marks -Stock
.

① Aの 2- termsiKing Complexes

② A の 2- Term Simple - minded Collections

③ A の SupportT-tiltingmodv1es@elQ.W) の Cluster +iKing Objects ( A = P (Q .W ) の とき )

⑤ A の 左有限なsemibricks@KblprojAID2-termco-t-stmcture.s
⑦ 中(mod A ) の 2- Term algebra ic t- structures

⑧ A の 関手的有限 な torsion classes

⑨ A の 左有限な widesvbcategor.es
:


