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Abstract 

 本稿は完備束を伴った Aumann 構造をモデル化し, unawareness について議論する. 多

属性状態空間モデルに於いて, unawareness を議論する先行研究では完備束を伴った状態

空間の集合族を仮定しているけれども, 標準的な状態空間が完備束であるようなモデル

についてはまだない. 本稿は, 状態空間の集合族を定式化することなしに, 集合論的アプ

ローチと構成法的アプローチを用いて完備束を伴った状態空間をモデル化する. しかし

ながら, 本稿のモデルに於いて, unawareness 演算子のほとんどの性質は先行研究と同様

の結果を導いたけれども, Symmetry と non-trivial unawareness については両立しなかっ

た. 前述の理由から, 本稿は Revers Symmetry という性質を提案し, unawareness が non-

trivial であることの必要十分条件が Reverse Symmetry が成立することであることを示し, 

その含意について議論する.  

 

Keywords: State space, Aumann structure, unawareness, complete lattice, constructive approach, 

overloaded operator.  
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1 Introduction 

 高階の無知を意味する unawareness は Fagin and Halpern (1988) によって提

案された. しかしながら , 分割的状態空間モデル或いは標準的な  Aumann 

structure モデルに於いて  (e.g., Aumann 1976), 知識演算子が  Necessitation 

(𝐾(Ω) = Ω ) を満たし , unawareness 演算子が  Plausibility (𝑈(𝐸) = ¬𝐾(𝐸) ∩

¬𝐾¬𝐾(𝐸)), KU Introspection (𝐾𝑈(𝐸) = ∅), AU Introspection (𝑈(𝐸) = 𝑈𝑈(𝐸)) を

満たすならば, non-trivial unawareness (𝑈(𝐸) ≠ ∅) をモデル化することはできな

い (Dekel et al. 1998).  

 この問題を解決するために unawareness の議論では二つのアプローチが検

討された . 一つは  Heifetz et al. (2006), Li (2009) によって提案された 

unawareness structure である. このモデルでは, unawareness は概念の欠落 (lack 

of conception) を意味する。もう一つのアプローチは非分割的状態空間モデル

である (e.g., Modica and Rustichini 1994, 1999; Geanakoplos 1989). Unawareness 

structure における状態空間は完備束であるのに対して, 標準的な状態空間モ

デルでの状態空間は完備束ではない. 標準的な状態空間と unawareness を伴

った状態空間の基本的な違いは次のようになっている. 前者は平面的である

—言い換えると, 各状態は独立である—のに対して, 後者はそうではない. こ

れはある状態について束であるような順序関係を持っているかもしれないこ
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とを意味する.1,2 

 Heifetz et al. (2006) と Li (2009) では, 互いに素な状態空間の集合族が完備

束であった. しかしながら, 状態空間それ自体が完備束であるようなモデルは

まだない. 本稿は集合論的アプローチと構成法的アプローチから, そのような

状態空間を構築し, それを constructive state space と呼ぶ. 我々の状態空間は 

Heifetz et al. (2006), Li (2009) が提案した状態空間と同値になっている.  

 我々のアプローチに於いて, 標準的な演算子は不便である. なぜなら, 標準

的な演算子では, Heifetz et al. (2006) や Li (2009) の状態空間に於いて, 𝜙 に該

当するような状態を定義することができないからである. この点を回避する

ために, 我々は演算子の多重定義 (overloaded operator) を定義しなければなら

ない. 我々の演算子は複数のアリティを持つ. 我々の状態空間は Heifetz et al. 

(2008) に近いけれども, unawareness に関する我々の議論や仮定については彼

らのものとは異なっている.  

 我々の状態空間に於いて, 任意の (主観的) 状態空間は constructive state 

space の部分集合となっている. 特定の状態空間に属する状態の意味は, 他の

異なる状態空間に属する状態の意味と同じではない. なぜなら, ある属性につ

 

1 近年では, Fukuda (2020) が unawareness structure と非分割状態空間モデル

とを結ぶ一般化状態空間モデルを提案している.  

2 Unawareness の研究をサーベイしたものとして, Schipper (2014, 2015) が挙

げられる.  
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いて, 前者では含まれているかもしれないのに対して, 後者では含まれていな

いかもしれないからである. 状態の意味はどの状態空間に属しているのかに

依存する. 従って, ある状態の意味は与えられた状態空間に於ける他の状態と

の関係の中で決められる.  

 本稿は constructive state space に基づく constructive Aumann structure のモデ

ル 化 を 行 い , そ の 状 態 空 間 上 で の 可 能 性 対 応 , 知 識 演 算 子 , 

awareness/unawareness 演算子を定義する. これらの演算子のほとんどの性質

については, 先行研究で示されたものと同じである.  

 しかしながら, 興味深いことに  Symmetry (𝑈(𝐸) = 𝑈(¬𝐸) ) は non-trivial 

unawareness と両立しない. Symmetry は先行研究に於いて, その性質が証明さ

れるか (e.g., Heifetz et al 2006, 2013a; Li 2009; Fukuda 2020), その性質を仮定す

るか  (e.g., Modica and Rustichini 1994, 1999; Halpern 2001; Heifetz et al. 2008; 

Sadzik 2021) のいずれかがとられているにもかかわらずである . 我々は 

Symmetry が成立しない性質を Reverse Symmetru と呼ぶ. Reverse Symmetru 

は二つの含意を持つ. 一つは, 我々は主体が認識できる事象とその反対事象と

を同じアプローチを用いて議論してはならないと言うことである. もう一つ

は様相論理に於ける unawareness の議論に S5 は必要ではないかもしれないと

言うことである . Modica and Rustichini (1994) は  Symmetry を仮定し , 

S4+Symmetry=S5 を証明した. 対照的に我々は, 本稿のモデルの中で Reverse 

Symmetry を示したので, S4+Reverse Symmetry について考察しなくてはなら

ないだろう.  
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 さらに , Awareness Leads to Knowledge は成立しない . Galanis (2013) は 

Awareness Leads to Knowledge を提案し, unawareness structure に於いてこの性

質を証明した. 対照的に本稿では, この性質の逆の包含関係を示した. 我々の

モデルに於ける仮定は Galanis (2013) と同様である. しかしながら, 得られた

結果は反対のものとなった. これらの相反する結果は, unawareness structure と 

constructive Aumann structure の違いを強調している.  

 Constructive Aumann structure は Dekel et al. (1998), Chen et al. (2012) の主要

定理の一般化を導くことができる. 知識演算子と awareness/unawareness 演算

子のいくつかの性質は先行研究と同じであるので, 我々のモデルは標準的な

状態空間モデルと unawareness structure との中間に位置すると言える.  

 本稿は以下のように構成される. Section 2 では Heifetz et al. (2006) と Li 

(2009) それぞれの状態空間をモデル化する. Section 3 では constructive state 

space をモデル化し, Heifetz et al. (2006), Li (2009) の状態空間と比較する. 

Section 4 では, constructive Aumann structure をモデル化し, 可能性対応, 知識

演算子, awareness/unawareness 演算子を定義して, その性質について議論する. 

Section 5 では, 結論を述べる.  

 

2 State Space in Previous Studies about Unawareness 

 本節では, Heifetz et al. (2006) と Li (2009) が定義した状態空間を定式化す
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る.3  

 

2.1 State Space in Heifetz et al. (2006) 

 まず, Heifetz et al. (2006) が提案した状態空間をモデル化する. 我々はこれを 

HMS-state space と呼ぶ. 𝒮 = {𝑆𝜆}𝜆∈Λ  を互いに素な状態空間の完備束とする. 

≼  は 𝒮  上の完備束とする. 任意の 𝑆, 𝑆′ ∈ 𝒮  に対して, 𝑆 ≽ 𝑆′  は “𝑆  は 𝑆′ 

よりも表現されている” と解釈する. このとき, 全射の射影 𝑅𝑆′
𝑆 : 𝑆 ⟶ 𝑆′  が存

在する. すなわち, 任意の 𝜔 ∈ 𝑆  に対して, 𝑅𝑆′
𝑆 (𝜔) ∈ 𝑆′  が成立する. HMS-

state space は Σ = ⋃𝜆∈Λ𝑆𝜆  と記される. 標準的な状態空間は Σ  ではなく, 𝒮 

上の各状態空間である. 従って, HMS-state space は全ての互いに素な状態空間

の合併である.  

 

Example 1  𝒮 = {𝑆{𝑥,𝑦} , 𝑆{𝑥} , 𝑆{𝑦} , 𝑆{𝜙}} が互いに素な状態空間の完備束である

とする. 𝑆{𝑥,𝑦} = {𝑥𝑦 , 𝑥¬𝑦 , ¬𝑥𝑦 , ¬𝑥¬𝑦} , 𝑆{𝑥} = {𝑥 , ¬𝑥} , 𝑆{𝑦} = {𝑦 , ¬𝑦} , 𝑆{𝜙} =

{𝜙}  とする. 例えば, 𝑥  は 𝑥  が真であることを意味し, ¬𝑥  は 𝑥  が偽である

ことを意味する . 二つの異なる状態空間  𝑆{𝑥,𝑦} , 𝑆{𝑥}  が与えられたとき , 

𝑅𝑆{𝑥}

𝑆{𝑥,𝑦}(𝑥𝑦) = 𝑅𝑆{𝑥}

𝑆{𝑥,𝑦}(𝑥¬𝑦) = 𝑥  かつ 𝑅𝑆{𝑥}

𝑆{𝑥,𝑦}(¬𝑥𝑦) = 𝑅𝑆{𝑥}

𝑆{𝑥,𝑦}(¬𝑥¬𝑦) = ¬𝑥  が成り

 

3 本稿は unawareness structure については議論しない. Unawareness structure 

について議論した先行研究として以下のものが挙げられる. Heifetz et al. (2006, 

2008, 2013a), Li (2009), Heinsalu (2012), Galanis (2013, 2018), Schipper (2014, 

2015), Fukuda (2020), and Sadzik (2021).  
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立つ. このとき, 𝑆{𝑥}  のみを認識することができる主体は 𝑦  を認識すること

ができない. 主体は 𝑥𝑦 , 𝑥¬𝑦  に対しては, 𝑥  と認識し, ¬𝑥𝑦 , ¬𝑥¬𝑦  に対し

ては , ¬𝑥  と認識する . この例では , HMS-state space は  Σ = 𝑆{𝑥,𝑦} ∪ 𝑆{𝑥} ∪

𝑆{𝑦} ∪ 𝑆{𝜙}  であり, 標準的な状態空間は 𝒮  上の各要素, すなわち 𝑆{𝑥,𝑦} , 𝑆{𝑥} , 

𝑆{𝑦}, 𝑆{𝜙} である. Figure 1 はこの例を表している. ∎ 

 

 

 

Fig. 1: HMS-state space.  

 

2.2 State Space in Li (2009) 

 ここで Li が提案した状態空間を定式化し, それを Li-state space と名付け

る. 質問の集合 𝑄∗  をとる. 𝑞 ∈ 𝑄∗  に対する解答の集合を 𝐴𝑞 = {𝑎𝑞 , ¬𝑎𝑞}  と
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表す. ここで, カルテシアン直積集合 ∏𝑞∈𝑄∗𝐴𝑞  は客観的状態空間を表す. 

𝑄 ⊆ 𝑄∗  を与えられたとき, ∏𝑞∈𝑄𝐴𝑞  は主観的状態空間を表す. 𝑄 = ∅  である

ならば, ∏𝑞∈𝑄𝐴𝑞 = {𝜙}  であるとする. このとき, 明らかに二つの異なる状態

空間 𝐴, 𝐴′ ∈ {∏𝑞∈𝑄𝐴𝑞|𝑄 ⊆ 𝑄∗}  は互いに素である. 𝑄′ ⊆ 𝑄 ⊆ 𝑄∗  が成立する任

意の 𝑄, 𝑄′ ∈ 2𝑄∗
∖ {∅}  に対して, 全射の射影 𝜋

𝑄′
𝑄

: ∏𝑞∈𝑄𝐴𝑞 ⟶ ∏𝑞∈𝑄′𝐴𝑞  が存在

する. 従って, 任意の 𝜔 ∈ ∏𝑞∈𝑄𝐴𝑞  に対して, 𝜋
𝑄′
𝑄 (𝜔) ∈ ∏𝑞∈𝑄′𝐴𝑞  が成り立つ. 

ここで Li-state space を 𝒜 = ⋃ ∏𝑞∈𝑄𝐴𝑞𝑄⊆𝑄∗   と記す. 標準的な状態空間は 𝒜 

ではなく, 𝒜 上の各要素である. 従って, Li-state space は 𝒜 上の互いに素な

状態空間すべてを合併したものである.  

 

Example 2 𝑄∗ = {𝑞(𝑥) , 𝑞(𝑦)}  は質問の集合であるとする. ここで, 𝑞(𝑥)  は

属性 𝑥  についての質問であるとし, 𝑞(𝑦)  は属性 𝑦  についての質問であると

する . 各質問に対 する解答の集合を  𝐴𝑞(𝑥) = {𝑎𝑞(𝑥), ¬𝑎𝑞(𝑥)} , 𝐴𝑞(𝑦) =

{𝑎𝑞(𝑦), ¬𝑎𝑞(𝑦)}  と書く. 𝑥  を与えられたとき, 𝑎𝑞(𝑥)  は “𝑞(𝑥)  対する解答が 

yes である” と解釈し, ¬𝑎𝑞(𝑥)  は “𝑞(𝑥)  対する解答が no である” と解釈す

る. 客観的状態空間は 𝐴𝑞(𝑥) × 𝐴𝑞(𝑦)  であり, 主観的状態空間は 𝐴𝑞(𝑥) , 𝐴𝑞(𝑦) , 

𝐴𝑞(𝜙)  それぞれである . {𝑞(𝑥)} ⊆ 𝑄∗  を与えられたとき , 全射の射影 

𝜋{𝑞(𝑥)}
𝑄∗

: 𝐴𝑞(𝑥) × 𝐴𝑞(𝑦) ⟶ 𝐴𝑞(𝑥)  が存在する . このとき , 𝜋{𝑞(𝑥)}
𝑄∗

(𝑎𝑞(𝑥) , 𝑎𝑞(𝑦)) =

𝜋{𝑞(𝑥)}
𝑄∗

(𝑎𝑞(𝑥) , ¬𝑎𝑞(𝑦)) = 𝑎𝑞(𝑥) , 𝜋{𝑞(𝑥)}
𝑄∗

(¬𝑎𝑞(𝑥) , 𝑎𝑞(𝑦)) = 𝜋{𝑞(𝑥)}
𝑄∗

(¬𝑎𝑞(𝑥) , ¬𝑎𝑞(𝑦)) =

¬𝑎𝑞(𝑥)  が成立する . 属性  𝑥  のみを認識することができる主体は状態 

(𝑎𝑞(𝑥) , 𝑎𝑞(𝑦))  と (𝑎𝑞(𝑥) , ¬𝑎𝑞(𝑦))  を状態 𝑎𝑞(𝑥)  と認識し, 状態 (¬𝑎𝑞(𝑥) , 𝑎𝑞(𝑦)) 
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と (¬𝑎𝑞(𝑥) , ¬𝑎𝑞(𝑦))  を状態 ¬𝑎𝑞(𝑥)  と認識する. このとき, Li-state space は 

𝒜 = 𝐴𝑞(𝑥) × 𝐴𝑞(𝑦) ∪ 𝐴𝑞(𝑥) ∪ 𝐴𝑞(𝑦) ∪ 𝐴𝑞(𝜙)  であり, 標準的な状態空間は 𝐴𝑞(𝑥) ×

𝐴𝑞(𝑦), 𝐴𝑞(𝑥), 𝐴𝑞(𝑦) , 𝐴𝑞(𝜙)  それぞれである. Figure 2 はこの例を図で表したもの

である. ∎ 

 

 

 

Fig. 2: Li-state space. 

 

3 Constructive State Space 

 標準的な状態空間モデルは状態空間が多属性の性質を持っていたとしても, 

状態空間が半束であるとは仮定しない. 例えばサイコロの目など.4  対照的に, 

 

4 我々はサイコロの目を多属性で表現することができる. 例えば “1 の目” を 

“1 であり, かつ 2, 3, 4, 5, 6 ではない” と多属性で表現することができる. こ

のとき, 状態空間は完備束ではなく, 半束となる.  
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unawareness structure に於ける状態空間は完備束である . しかしながら , 

unawareness structure では, 状態空間の集合族の要素が標準的な状態空間にあ

たるので, 各状態空間は半束ではない. 本節では標準的な状態空間を半束, あ

るいは完備束として定式化する. 我々の定式化のアプローチは Hiefetz et al. 

(2008), Li (2009) と同じように, 構成法的アプローチをとっているので, 我々

はこの状態空間を constructive state space と名付ける.  

 

3.1 Overloaded Function 

 まず我々は関数の多重定義を定義する. 二つの集合 𝑋, 𝑌 を与えたとき, 任

意の 𝑘 = 0, 1, ⋯ , 𝑛 に対して, 𝑋𝑘 を以下のように定義する.  

 

𝑋𝑘 = {
∅         if 𝑘 = 0; 

×𝑘 𝑋    otherwise.
 

 

Definition of overloaded functions: 関数 𝑓 が 𝑛 + 1 組のアリティ (0, 1, ⋯ , 𝑛) 

によって多重定義されているとは, 𝑓 が以下を満たすことである.  

 

𝑓: ⋃ 𝑋𝑘

𝑛

𝑘=0
→ 𝑌. 

 

 本稿は演算子に対しても多重定義を適用することができると仮定する.  

 

3.2 Overloaded Operator and Constructive State Space 
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 本節では構成法的アプローチを用いて状態空間をモデル化し, そしてそれ

を議論する. 𝑃  を基本命題の集合, あるいは概念の集合とする. 3 組のアリテ

ィ (0, 1, 2) をもつ多重定義された演算子 ∨ を与えたとき, 以下の条件を満た

すと仮定する.  

 

C1 For any 𝑝 ∈ 𝑃, 𝑝 ∨  =  ∨ 𝑝 = 𝑝 ∨ 𝑝 = 𝑝.  

C2  ∨  = 𝜙.  

C3 For any 𝑝, 𝑝′ ∈ 𝑃,  𝑝 ∨ 𝑝′ = 𝑝′ ∨ 𝑝.  

C4 For any 𝑝, 𝑝′, 𝑝′′ ∈ 𝑃, 𝑝 ∨ (𝑝′ ∨ 𝑝′′) = (𝑝 ∨ 𝑝′) ∨ 𝑝′′.  

 

C1 は ∨ のアリティが 1 または 2 のとき, 𝑝 はそれ自身を導くことができるこ

とを意味する. C2 は技術的な仮定である. アリティが 0 であるとき, ∨ は 𝜙 

を導く. 𝜙 は “すべての命題は真ではない” と解釈される. C3 は ∨ が交換率

を満たすことを, C4 は ∨ が吸収率を満たすことを意味する.  

 ここで, 任意の基本姪の部分集合 𝑋 ⊆ 𝑃  に対して, ―このとき, 𝑋  は空集

合かもしれない― ⋁ 𝑝𝑝∈𝑋   は状態である. Ω = {⋁ 𝑝𝑝∈𝑋 |𝑋 ⊆ 𝑃}  を客観的状態

空間とする. また, 任意の 𝑋 ⊆ 𝑃  に対して, Ω𝑋 = {⋁ 𝑝𝑝∈𝑌 |𝑌 ⊆ 𝑋}  を主観的

状態空間とする. 𝑌 ⊆ 𝑋 ⊊ 𝑃  であるような任意の 𝑋, 𝑌 ∈  2𝑃 ∖ {∅}  に対して, 

⋁ 𝑝𝑝∈𝑌 ∈ Ω かつ ⋁ 𝑝𝑝∈𝑌 ∈ Ω𝑋 が成り立つことは明らかである. しかしながら, 

Ω  に於ける ⋁ 𝑝𝑝∈𝑌   での属性は Ω𝑋  に於ける ⋁ 𝑝𝑝∈𝑌   での属性と異なる. Ω 

に於いて, ⋁ 𝑝𝑝∈𝑌  は任意の属性 𝑝′ ∈ 𝑃 ∖ 𝑌 が成り立たないことを含んでいる. 
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対照的に Ω𝑋  に於いて, ⋁ 𝑝𝑝∈𝑌   は任意の 𝑝′ ∈ 𝑃 ∖ 𝑌  が成り立たないことを

含むが, 任意の 𝑝′′ ∈ 𝑃 ∖ 𝑋  が成り立つかどうかについてはその意味を含めて

いない. Ω𝑋 に於ける ⋁ 𝑝𝑝∈𝑌  は Ω𝑋 上の任意の要素と関連付けられているが, 

Ω ∖ Ω𝑋 上のすべての要素とは関連付けられていない. このとき, Ω𝑋 上の全て

の ⋁ 𝑝𝑝∈𝑌  はどの属性 𝑝′′ ∈ 𝑃 ∖ 𝑋 も持たない.  

 ここで射影を定義する. 任意の基本命題の集合 𝑋, 𝑌 ⊆ 𝑃  に対して, 射影 

𝑟𝑌
𝑋: Ω𝑋 ⟶ Ω𝑌  が存在する. この射影は全射ではないかもしれない. 従って, 任

意の ⋁ 𝑝𝑝∈𝑍: 𝑍⊆𝑋 ∈ Ω𝑋  に対して, 𝑟𝑌
𝑋(⋁ 𝑝𝑝∈𝑍: 𝑍⊆𝑋 ) = ⋁ 𝑝𝑝∈𝑍∩𝑌: 𝑍⊆𝑋 ∈ Ω𝑌  とする

ことができる. このとき, 𝑟𝑌
𝑋 ∘ 𝑟𝑋

𝑃 = 𝑟𝑌
𝑃  が成り立つ. 以下では, ⋁ 𝑝𝑝∈𝑍: 𝑍⊆𝑃 = 𝜔 

とし, かつ任意の 𝜔 ∈ Ω , 𝑋 ⊆ 𝑃  に対して, 𝑟𝑋
𝑃(𝜔) = 𝜔𝑋  とする. 任意の 𝑋 ⊆

𝑃  に対して, 𝑟𝑋
𝑋  は単位元であるとする. すなわち, 任意の 𝜔 ∈ Ω𝑋  に対して, 

𝑟𝑋
𝑋(𝜔) = 𝜔 となる.  

 客観的状態空間 Ω  は完備束である. Ω  は完備束を伴った標準的な状態空

間であるけれども, 我々はこれを constructive state space と呼ぶ.  

 

Remark 1 For any subsets 𝑋, 𝑌 such that 𝑌 ⊆ 𝑋 ⊆ 𝑃, Ω𝑌 ⊆ Ω𝑋.  

 

 Remark 1 は我々の (主観的) 状態空間は客観的状態空間の部分集合である

ことを意味する. これは Heifetz et al. (2006) や Li (2009) とは異なる. この特

徴は unawareness structure とは異なり, (非分割的) 状態空間モデルとおなじで

ある. さらに, 異なる状態空間は共通部分を持ち, すべての共通部分は 𝜙  を
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持たなければならない.  

 我々の定式化は Heifetz et al. (2008) に似ている. しかしながら, 我々の定式

化は集合論的アプローチであるのに対して, 彼らの定式化は論理学的アプロ

ーチをとっている. さらに, unawareness についての我々の議論と彼らの議論

との間には重要な違いが存在する. Heifetz et al. は awareness/unawareness 演算

子 が  Symmetry を 満 た す こ と を 仮 定 す る . 対 照 的 に , 我 々 は 

awareness/unawareness 演算子が Symmetry と Non-triviality が両立しないこ

とを示した. それぞれの状態空間は同様の定式化を行っているけれども, 我々

の結果は彼らの結果と異なっているので, 我々の枠組みと彼らの枠組みは異

なっていると主張することができる.  

 

Example 3  𝑃 = {𝑥 , 𝑦}  を基本命題の集合とし, Ω = {𝑥 ∨ 𝑦 , 𝑥 , 𝑦 , 𝜙} , Ω{𝑥} =

{𝑥 , 𝜙} , Ω{𝑦} = {𝑦 , 𝜙} , Ω{𝜙} = {𝜙}  を状態空間とする. 各状態空間は Ω  の部分

集合である. 射影は全射ではないので, 二つの集合 {𝑥} , {𝑦}  を与えられたと

き, 𝑟{𝑦}
{𝑥}(𝑥) = 𝑟{𝑦}

{𝑥}(𝜙) =  𝜙  が成り立つ. 明らかに, 共通部分は 𝜙  を持つ. こ

のとき, Ω は constructive state space である. Figure 3 はこの例を図で示したも

のである.  

 ここで, 𝜙  に焦点を与える. 𝜙 ∈ Ω  であるならば, 状態 𝜙  は 𝑥 ∨ 𝑦 , 𝑥 , 𝑦 

のいずれでもないことを意味する. 対照的に, 𝜙 ∈ Ω𝑋 ならば, 𝜙 は 𝑥 を表現

していないことだけを意味し, 𝑥 ∨ 𝑦 , 𝑦  を表現しているかどうかについては

意味しない. このときの 𝜙 は概念 𝑦 を含まない. すなわち, 任意の二つの状
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態空間が異なるならば, それらに属する同じ状態は二つの状態空間の間で同

じ属性を持たない. ∎ 

 

 

 

Fig. 3: Constructive state space. 

 

3.3 Relationships with Other State Spaces 

 我々の constructive state space は以下の補題によって HMS-state space と 

Li-state space と関連付けられる.  

 

Lemma 1 The following are equivalent:  

1. A constructive state space can be constructed.  

2. An HMS-state space can be constructed.  

 

Proof. (1⟹2) Any constructive state space Ω has the set of basic propositions 𝑃 and 
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for any subset 𝑋 ⊆ 𝑃, there is Ω𝑋 = {⋁ 𝑝𝑝∈𝑌 |𝑌 ⊆ 𝑋}. Here, let us define the family 

of disjoint sets 𝒮 and bijective mapping 𝑓: {Ω𝑋|𝑋 ⊆ 𝑃} ⟶ 𝒮. Then, for any 𝑋, 𝑌 ⊆

𝑃, if 𝑋 ≠ 𝑌, then 𝑓(Ω𝑋) ∩ 𝑓(Ω𝑌) = ∅. Let ≼ be a partial order on 𝒮 and be defined 

as follows: if 𝑋 ⊆ 𝑌, then 𝑓(Ω𝑋) ≼ 𝑓(Ω𝑌). Then, suppose that there exists a surjective 

projection 𝑟Ω𝑋

Ω𝑌: Ω𝑌 ⟶ Ω𝑋. Then, 𝒮 = {𝑓(Ω𝑋)|𝑋 ⊆ 𝑃} is a complete lattice, and Σ =

⋃𝑋⊆𝑃𝑓(Ω𝑋) is an HMS-state space.  

 (2⟹ 1) Any HMS-state space Σ  has a complete lattice with disjoint spaces 𝒮 =

{𝑆𝜆}𝜆∈Λ. Here, let us define 𝒮𝑚𝑖𝑛 = {𝑆 ∈ 𝒮|𝑆 𝑖𝑠 𝑚𝑖𝑛𝑖𝑚𝑎𝑙 𝑒𝑙𝑒𝑚𝑒𝑛𝑡 𝑜𝑛 𝒮 ∖ {∅}}, let 𝑃 

be some set and be given a bijective mapping 𝑓: 𝒮𝑚𝑖𝑛 ⟶ 𝑃 . Then, an overloaded 

operator with 3-tuple arities (0, 1, 2), ∨, satisfies the following.  

⚫ For any 𝑆 ∈ 𝒮𝑚𝑖𝑛, 𝑓(𝑆) ∨ =  ∨ 𝑓(𝑆) = 𝑓(𝑆) ∨ 𝑓(𝑆) = 𝑓(𝑆).  

⚫   ∨  = ∅.  

⚫ For any 𝑆, 𝑆′ ∈ 𝒮𝑚𝑖𝑛, 𝑓(𝑆) ∨ 𝑓(𝑆′) = 𝑓(𝑆′) ∨ 𝑓(𝑆).  

⚫ For any 𝑆, 𝑆′, 𝑆′′ ∈ 𝒮𝑚𝑖𝑛, 𝑓(𝑆) ∨ (𝑓(𝑆′) ∨ 𝑓(𝑆′′)) = (𝑓(𝑆) ∨ 𝑓(𝑆′)) ∨ 𝑓(𝑆′′).  

Then, for any 𝒳 ⊆ 𝒮𝑚𝑖𝑛, Ω𝒳 = {⋁ 𝑓(𝑆)𝑆∈𝒳 |𝒳 ⊆ 𝒮𝑚𝑖𝑛}. Let us define that for any 

𝒳, 𝒴 ⊆ 𝒮𝑚𝑖𝑛 , if we define a projection 𝑟𝒴
𝒳: Ω𝒳 ⟶ Ω𝒴 , then for any ⋁ 𝑆𝑆∈𝒵: 𝒵⊆𝒳  , 

𝑟𝒴
𝒳(⋁ 𝑆𝑆∈𝒵: 𝒵⊆𝒳 ) = ⋁ 𝑆𝑆∈𝒵∩ 𝒴: 𝒵⊆𝒳  . Then, {𝑓(𝑆)|𝑆 ∈ 𝒮𝑚𝑖𝑛}  is the set of basic 

propositions, and Ω = {⋁ 𝑓(𝑆)𝑆∈𝒳 |𝒳 ⊆ 𝒮𝑚𝑖𝑛} is a constructive state space. ∎ 

 

Lemma 2 The following are equivalent:  

1. A constructive state space can be constructed.  
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2. A Li-state space can be constructed.  

 

Proof. (1⟹2) Any constructive state space Ω has the set of basic propositions 𝑃, and 

for any 𝑋 ⊆ 𝑃 , there is Ω𝑋 = {⋁ 𝑝𝑝∈𝑌 |𝑌 ⊆ 𝑋} . Here, given some set 𝑄∗  and a 

bijection mapping 𝑔: 𝑃 ⟶ 𝑄∗. Then, for any 𝑝, 𝑝′ ∈ 𝑃, 𝑔(𝑝) ≠ 𝑔(𝑝′). Moreover, for 

any 𝑝 ∈ 𝑃 , let us define 𝐴𝑔(𝑝) = {𝑎𝑔(𝑝) , ¬𝑎𝑔(𝑝)}  and for any 𝑋 ⊆ 𝑃 , given 

∏𝑝∈𝑋𝐴𝑔(𝑝) . Note that, if 𝑋 = ∅ , we denote it by ∏𝑝∈𝑋𝐴𝑔(𝑝) = {𝜙} . Here, for any 

𝑋, 𝑌 ⊆ 𝑃 , such that 𝑋 ≠ 𝑌 , ∏𝑝∈𝑋𝐴𝑔(𝑝) ≠ ∏𝑝∈𝑌𝐴𝑔(𝑝)  is evident. When 𝑌 ⊆ 𝑋 , 

suppose that there is a surjective projection 𝑟Y
X: ∏𝑝∈𝑋𝐴𝑔(𝑝) ⟶ ∏𝑝∈𝑌𝐴𝑔(𝑝) . Then, 

{𝑔(𝑝)|𝑝 ∈ 𝑃} is the set of questions, and 𝒜 = ⋃ ∏𝑝∈𝑋𝐴𝑔(𝑝)𝑋⊆𝑃  is a Li-state space.  

 (2⟹1) Any Li-state space 𝒜 has the set of questions 𝑄∗. Here, given some set 𝑃 

a bijection mapping �̂�: 𝑄∗ ⟶ 𝑃; then, for any 𝑞 , 𝑞′ ∈ 𝑄∗, if 𝑞 ≠ 𝑞′, �̂�(𝑞) ≠ �̂�(𝑞′). 

Let us define an overloaded operator ∨ as follows.  

⚫ For any 𝑞 ∈ 𝑄∗, �̂�(𝑞) ∨ =  ∨ �̂�(𝑞) = �̂�(𝑞) ∨ �̂�(𝑞) = �̂�(𝑞).  

⚫   ∨  = 𝜙.  

⚫ For any 𝑞, 𝑞′ ∈ 𝑄∗, �̂�(𝑞) ∨ �̂�(𝑞′) = �̂�(𝑞′) ∨ �̂�(𝑞).  

⚫ For any 𝑞, 𝑞′, 𝑞′′ ∈ 𝑄∗, �̂�(𝑞) ∨ (�̂�(𝑞′) ∨ �̂�(𝑞′′)) = (�̂�(𝑞) ∨ �̂�(𝑞′)) ∨ �̂�(𝑞′′).  

Then, for any 𝑄 ⊆ 𝑄∗, let Ω𝑄 = {⋁ �̂�(𝑞)𝑞∈𝑄 |𝑄 ⊆ 𝑄∗}. For any 𝑄, 𝑄′ ⊆ 𝑄∗, given a 

projection 𝑟
𝑄′
𝑄

: Ω𝑄 ⟶ Ω𝑄′  and for any ⋁ �̂�(𝑞)𝑞∈𝑄′′: 𝑄′′⊆𝑄 ∈ Ω𝑄 , let us define 

𝑟
𝑄′
𝑄

(⋁ �̂�(𝑞)𝑞∈𝑄′′: 𝑄′′⊆𝑄 ) = ⋁ �̂�(𝑞)𝑞∈𝑄′′∩𝑄′: 𝑄′′⊆𝑄  . Then, {�̂�(𝑞)|𝑞 ∈ 𝑄∗}  is the set of 

basic propositions, and Ω = {⋁ �̂�(𝑞)𝑞∈𝑄 |𝑄 ⊆ 𝑄∗} is a constructive state space. ∎ 
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 これらの補題は任意の  constructive state space は HMS-state space と Li-

state space を構成することができ, かつ逆も構成することができることを示す.  

 

Proposition 1 The following are equivalent.  

1. A constructive state space can be constructed.  

2. HMS-state space can be constructed.  

3. Li-state space can be constructed.  

 

Constructive state space を HMS-state space と関連付けて考えよう. Example 

2 と Example 3 を比較したとき, これらの関係は以下のようになっている.  

𝑆{𝑥,𝑦}   ⟺   Ω 

𝑆{𝑥}   ⟺   Ω{𝑥} 

𝑆{𝑦}   ⟺   Ω{𝑦} 

𝑆{𝜙}   ⟺   Ω{𝜙} 

𝑆{𝑥,𝑦}  と Ω  を比較したとき, 二つの状態空間の間で各状態は以下のように関

連付けられている.  

𝑥𝑦  ⟺    𝑥 ∨ 𝑦 

𝑥¬𝑦  ⟺   𝑥 

¬𝑥𝑦  ⟺   𝑦 

¬𝑥¬𝑦  ⟺   𝜙 
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対照的に, 𝑆{𝑥}  と Ω{𝑥}  を比較したとき, 状態空間の間で各状態は以下のよう

に関連付けられている.  

𝑥  ⟺   𝑥 

¬𝑥  ⟺   𝜙 

これらの比較によって, Ω  に於ける 𝑥  と Ω{𝑥}  に於ける 𝑥  が異なる含意を

持ち, 同様に Ω に於ける 𝜙 と Ω{𝑥} に於ける 𝜙 が異なる含意を持つことが

分かる. Ω{𝑥} は 𝑦 が欠落している.  

 さらに, Ω と Σ は以下のように関係している.  

𝑥𝑦  ⟺    𝑥 ∨ 𝑦 

𝑥  ⟺   𝑥 

𝑦  ⟺   𝑦 

𝜙  ⟺   𝜙 

 これは Ω  の各要素が Σ  上の否定を除いた各要素と関連付けられているこ

とを意味する. すなわち, Ω  は 𝑆{𝑥,𝑦} ⊆ Σ  と関連付けられているだけでなく, 

{𝑥𝑦, 𝑥, 𝑦, 𝜙} ⊆ Σ  とも関連付けられている. 従って, Ω  は Σ  に対して二重構造

となっている.  

 

4 Constructive Aumann Structure 

 本節では、constructive state space に基づいて constructive Aumann structure を

モデル化し、それについて議論する。我々は単一主体に焦点を当て、可能性対

応、知識演算子、awareness/unawareness 演算子を constructive Aumann structure 



 19 

上で定義する。そして、これらの性質について議論する。最後に我々は Dekel 

et al. (1998) と Chen et al. (2012) が示した主要定理の一般化を行う。 

 

4.1 Possibility Correspondence 

 標準的な Aumann structure における可能性対応は状態空間上でのみ定義さ

れる。対照的に我々の状態空間は半束であるから、可能性対応の定義域は我々

の状態空間だけでなく、基本命題の冪集合も定義域となる。〈𝑃 , Ω , Π〉  を 

constructive Aumann structure とする。ここで Ω は 𝑃 から構成されるとする。

このとき、Π: Ω × 2P ⟶ 2Ω ∖ {∅} を可能性対応とする。主体は基本命題の部分

集合 𝑋 ⊆ 𝑃  上の基本命題を全て認識することができ、𝑌 ⊆ 𝑃 ∖ 𝑋  上の基本命

題については認識できないものと仮定する。この時、任意の 𝜔 ∈ Ω に対して、

Π(𝜔 , 𝑋) ⊆ Ω が成立する。ここで我々は可能性対応が以下の性質を満たすもの

と仮定する。 

1. Subjective Nondelusion: 任意の 𝜔 ∈ Ω と 𝑋 ⊆ 𝑃 に対して、 𝜔𝑋 ∈ Π(𝜔 , 𝑋).  

2. Stationarity: 任意 𝜔, 𝜔′ ∈ Ω と 𝑋 ⊆ 𝑃、 𝜔′ ∈ Π(𝜔 , 𝑋) ならば、 Π(𝜔′ , 𝑋) =

Π(𝜔 , 𝑋).  

 

Example 3 (Continued.)  𝜔1 = 𝑥 ∨ 𝑦, 𝜔2 = 𝑥, 𝜔3 = 𝑦, 𝜔4 = 𝜙 とする。主体は

基本命題集合 𝑋 = {𝑥} を認識できると仮定する。Subjective Nondelusion より, 

𝜔2 ∈ Π(𝜔1 , 𝑋) , 𝜔2 ∈ Π(𝜔2 , 𝑋) , 𝜔4 ∈ Π(𝜔3 , 𝑋) , 𝜔4 ∈ Π(𝜔4 , 𝑋)  が成り立つ。

Stationarity より、 Π(𝜔1 , 𝑋) = Π(𝜔2 , 𝑋), Π(𝜔3 , 𝑋) = Π(𝜔4 , 𝑋) が成り立つ。な
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お、 Π(𝜔1 , 𝑋) = Π(𝜔3 , 𝑋) が成立するかどうかは、どのように Π を定義した

のかに依存する。∎ 

 

 Subjective Nondelusion と Stationarity は標準的な Aumann structure に於け

る分割的情報関数と類比である。𝑋 が 𝑃 の部分集合であるとき、Π は明らか

に Ω 上で分割的ではない。しかしながら、Ω𝑋 上では分割的かもしれない。 

 

Definition 1 (Partial Partition) Given any 𝑋 ⊆ 𝑃. Π: Ω × 2P ⟶ 2Ω ∖ {∅} is partially 

partitional on Ω𝑋 if there exists 𝒫 = {𝑃𝜆}𝜆∈Λ such that  

1. ⋃ 𝑃𝜆𝜆∈Λ = Ω𝑋;  

2. For any 𝜔 ∈ Ω, there exists 𝑃𝜆 such that 𝜔𝑋 ∈ 𝑃𝜆 and Π(𝜔 , 𝑋) = 𝑃𝜆; and   

3. For any 𝑃𝜆, 𝑃𝜆′ ∈ 𝒫, if 𝑃𝜆 ≠ 𝑃𝜆′, then 𝑃𝜆 ∩ 𝑃𝜆′ = ∅.  

 

 部分的分割 (partial partition) は標準的な Aumann structure における分割と

類比である。我々は以下の命題を導くことができる。 

 

Proposition 2 Given any 𝑋 ⊆ 𝑃. Π is partially partitional on Ω𝑋 if and only if  Π 

satisfies Subjective Nondelusion and Stationarity.  

 

Proof. (⟹) Suppose that the possibility correspondence Π is partially partitional on 

Ω𝑋 . Then, by Condition 1 in Definition 1, ⋃ 𝑃𝜆𝜆∈Λ = Ω𝑋  and by Condition 2 in 
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Definition 1, for any 𝜔 ∈ Ω , because there exists 𝑃𝜆  with 𝜔𝑋 ∈ 𝑃𝜆  such that 

Π(𝜔 , 𝑋) = 𝑃𝜆 , 𝜔𝑋 ∈ Π(𝜔 , 𝑋) . That is, Π  satisfies Subjective Nondelusion. 

Moreover, by Condition 3 in Definition 1, for any 𝑃𝜆, 𝑃𝜆′ ∈ 𝒫, if 𝑃𝜆 ≠ 𝑃𝜆′, then 𝑃𝜆 ∩

𝑃𝜆′ = ∅ . This satisfies that for any 𝜔, 𝜔′ ∈ Ω  if Π(𝜔 , 𝑋) ≠ Π(𝜔′ , 𝑋) , then 

Π(𝜔 , 𝑋) ∩ Π(𝜔′ , 𝑋) = ∅, that is, 𝜔′ ∉ Π(𝜔 , 𝑋). The contraposition is that if 𝜔′ ∈

Π(𝜔 , 𝑋), then Π(𝜔′ , 𝑋) = Π(𝜔 , 𝑋). Hence, Π satisfies Stationarity.  

  (⟸) Suppose that Π satisfies Subjective Nondelusion and Stationarity. Given 𝑃𝜆 

with Π(𝜔 , 𝑋) = 𝑃𝜆 for some 𝜔 ∈ Ω. By Subjective Nondelusion and the assumption 

of projection, for any 𝜔 ∈ Ω𝑋 , 𝜔 ∈ Π(𝜔 , 𝑋) . Therefore, ⋃ Π(𝜔 , 𝑋)𝜔∈Ω𝑋
=

⋃ 𝑃𝜆𝜆: 𝑃𝜆=Π(𝜔 ,𝑋) = Ω𝑋  is evident, that is, Condition 1 in Definition 1 holds. By 

Subjective Nondelusion and the definition of 𝑃𝜆, Condition 2 in Definition 1 holds. By 

Stationarity, for any 𝜔, 𝜔′ ∈ Ω, if Π(𝜔 , 𝑋) ≠ Π(𝜔′ , 𝑋), then 𝜔′ ∉ Π(𝜔 , 𝑋). That is, 

Π(𝜔 , 𝑋) ∩ Π(𝜔′ , 𝑋) = ∅. By the definition of 𝑃𝜆, if 𝑃𝜆 ≠ 𝑃𝜆
′, then 𝑃𝜆 ∩ 𝑃𝜆

′ = ∅. That 

is, Condition 3 in Definition 1 holds. Therefore, Π is partially partitional on Ω𝑋. ∎ 

 

 Heifetz et al. (2006) は五つの仮定を提案した。我々のモデルに於いて、その

うちの三つ—Confinedness, Generalized Reflexivity, Projections Preserve Awareness 

(PPA)—は Subjective Nondelusion と Stationarity から導くことができるが、

Projective Preserve Ignorance (PPI) と Projections Preserve Knowledge (PPK) は導

くことができない。従って、我々は PPI と PPK を仮定するかどうかを決める

必要がある。但し、PPK を緩め、それを Partially Projections Preserve Knowledge 
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(部分的 PPK) と呼んだとき、部分的 PPK は  Subjective Nondelusion と 

Stationarity から導くことができる。𝐸 ⊆ Ω を与えたとき、任意の 𝑋 ⊆ 𝑃 に対

して、𝐸𝑋 = {𝜔𝑋 ∈ Ω|𝜔 ∈ 𝐸}, 𝐸𝑋 = {𝜔′ ∈ Ω|∀𝜔 ∈ 𝐸    𝜔′ = 𝜔 ⋁ 𝑝𝑝∈𝑍:𝑍⊆𝑋 } とする。

このとき、上の性質は以下のように定式化され、示される。5  

 

Remark 2 If a possibility correspondence Π satisfies Subjective Nondelusion and 

Stationarity, then it satisfies the following.  

1. Confinedness: For any 𝜔 ∈ Ω𝑋 and any 𝑋 ⊆ 𝑃, Π(𝜔 , 𝑋) ⊆ Ω𝑋.  

2. Generalized Reflexivity: For any 𝜔 ∈ Ω and 𝑋 ⊆ 𝑃, 𝜔 ∈ (Π(𝜔 , 𝑋))
𝑃

.  

3. PPA: For any 𝜔 ∈ Ω and 𝑋 ⊆ 𝑃, if 𝜔 ∈ Π(𝜔 , 𝑋), then 𝜔𝑋 ∈ Π(𝜔𝑋 , 𝑋).  

4. Partially PPK: For any 𝜔 ∈ Ω  and 𝑋, 𝑌 ⊆ 𝑃 , if Π(𝜔 , 𝑋) ⊆ Ω𝑌 , then 

(Π(𝜔 , 𝑋))
𝑌

= Π(𝜔𝑌 , 𝑋).  

 

Proof. (Property 1) By Subjective Nondelusion, 𝜔𝑋 ∈ Π(𝜔 , 𝑋). By Stationarity, if 

𝜔′ ∈ Π(𝜔 , 𝑋), then Π(𝜔′ , 𝑋) = Π(𝜔 , 𝑋). That is, 𝜔𝑋
′ = 𝜔′. Therefore, for any 

𝜔′ ∈ Π(𝜔 , 𝑋), 𝜔′ ∈ Ω𝑋. Hence, Π(𝜔 , 𝑋) ⊆ Ω𝑋.  

 

5 初稿では Remark 2 の性質 4 を部分的 PPK ではなく、PPK と呼んだ。これ

は誤りである。但し、本稿は分割的 PPK と PPK を区別し、そこに違いはあ

るけれども、ある条件のもとではこの二つは同じである。Proposition 8 を見

よ。  



 23 

  (Property 2) Given any 𝜔 ∈ Ω and 𝑋 ⊆ 𝑃. Then, (Π(𝜔 , 𝑋))
𝑃

=

{𝜔′′ ∈ Ω |∀𝜔′ ∈ Π(𝜔 , 𝑋)    𝜔′′ = 𝜔′ ⋁ 𝑝𝑝∈𝑍:𝑍⊆𝑋 }. By Subjective Nondelusion, 𝜔𝑋 ∈

Π(𝜔 , 𝑋) and there exists 𝑍 ⊆ 𝑋 with 𝜔 = 𝜔𝑋 ⋁ 𝑝𝑝∈𝑍 . Hence, 𝜔 ∈ (Π(𝜔 , 𝑋))
𝑃
.  

  (Property 3) It is evident by Subjective Nondelusion.  

  (Property 4) Given 𝜔 ∈ Ω, 𝑋, 𝑌 ⊆ 𝑃 and Π(𝜔 , 𝑋) ⊆ Ω𝑌. For any 𝜔′ ∈

Π(𝜔 , 𝑋), because 𝜔′ ∈ Ω𝑌, 𝑟𝑌
𝑋(𝜔′) = 𝜔′. That is, (Π(𝜔 , 𝑋))

𝑌
= Π(𝜔 , 𝑋). Hence, 

by Subjective Nondelusion and Stationarity, Π(𝜔𝑌 , 𝑋) = Π(𝜔𝑋 , 𝑋) = Π(𝜔 , 𝑋). ∎ 

 

 我々のモデルでは、PPK と PPI が以下のように定式化される。 

⚫ (PPK) 任意の  𝜔 ∈ Ω , 𝑋, 𝑌 ⊆ 𝑃  (𝑌 ⊆ 𝑋 ) にたいして、(Π(𝜔 , 𝑋))
𝑌

=

Π(𝜔𝑌 , 𝑋);  

⚫ (PPI) 任意の 𝜔 ∈ Ω, 𝑋, 𝑌 ⊆ 𝑃 に対して、 (Π(𝜔 , 𝑋))
𝑃

⊆ (Π(𝜔𝑌 , 𝑋))
𝑃

.  

これらは Subjective Nondelusion と Stationarity から導くことができない。以

下はその例である。  

 

Example 4 𝑃 = {𝑥, 𝑦} とする。このとき、Ω = {𝑥 ∨ 𝑦, 𝑥, 𝑦, 𝜙} となる。主体はす

べての命題を認識できるものとする。すなわち 𝑋 = 𝑃 とする。また、𝑌 = {𝑥, 𝜙} 

とし、Π(𝑥 ∨ 𝑦 , 𝑋) = Π(𝑦 , 𝑋) = {𝑥 ∨ 𝑦, 𝑦}, Π(𝑥 , 𝑋) = {𝑥}, Π(𝑦 , 𝑋) = {𝑦} と仮定

する。このとき、(Π(𝜔 , 𝑋)𝜔=𝑥∨𝑦,𝑦)
𝑌

= 𝑌  であるから、(Π(𝜔 , 𝑋)𝜔=𝑥∨𝑦,𝑦)
𝑌

≠

Π(𝑥 , 𝑋) かつ (Π(𝜔 , 𝑋)𝜔=𝑥∨𝑦,𝑦)
𝑌

≠ Π(𝜙 , 𝑋) となる。すなわち、このケースで

は PPK は満たされない。∎ 



 24 

 

Example 5   𝑃 = {𝑥, 𝑦, 𝑧}  とする。このとき、Ω = {𝑥 ∨ 𝑦 ∨ 𝑧, 𝑥 ∨ 𝑦, 𝑦 ∨ 𝑧, 𝑧 ∨

𝑥, 𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝜙} となる。主体は全ての基本命題を認識でき、―すなわち、𝑋 = 𝑃 ―

か つ  Π(𝑥 ∨ 𝑦 ∨ 𝑧 , 𝑃) = Π(𝑥 ∨ 𝑦 , 𝑃) = {𝑥 ∨ 𝑦 ∨ 𝑧, 𝑥 ∨ 𝑦} , Π(𝑦 ∨ 𝑧 , 𝑃) = Π(𝑧 ∨

𝑥 , 𝑃) = Π(𝑥 , 𝑃) = {𝑦 ∨ 𝑧, 𝑧 ∨ 𝑥, 𝑥 } , Π(𝑦 , 𝑃) = Π(𝑧 , 𝑃) = {𝑦, 𝑧} , Π(𝜙 , 𝑃) = {𝜙} 

と仮定する。この分割は  Figure 4 に描かれる。このとき可能性対応は 

Subjective Nondelusion と Stationarity を満たす。ここで 𝑌 = {𝑦}, 𝜔 = 𝑥 ∨ 𝑦 と

する。このとき、 (Π(𝜔 , 𝑃))
𝑃

= {𝑥 ∨ 𝑦 ∨ 𝑧, 𝑥 ∨ 𝑦, 𝑦 ∨ 𝑧, 𝑧 ∨ 𝑥, 𝑥}, (Π(𝜔𝑌 , 𝑃))
𝑃

=

(Π(𝜔𝑌 , 𝑃))
𝑃

= {𝑥 ∨ 𝑦 ∨ 𝑧, 𝑥 ∨ 𝑦, 𝑦 ∨ 𝑧, 𝑧 ∨ 𝑥}  である。このとき、ある要素 𝑥 ∈

(Π(𝜔 , 𝑃))
𝑃

∖ (Π(𝜔𝑌 , 𝑃))
𝑃

 が存在するので、(Π(𝜔 , 𝑋))
𝑃

⊈ (Π(𝜔𝑌 , 𝑋))
𝑃

 は明ら

かである。このケースは PPI を満たさない。∎ 

 

 

Fig. 4: Projections Preserve Ignorance is not satisfied. 
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 上で議論した性質は以下の関係を導く。 

 

Remark 3 The possibility correspondence Π satisfies the following properties.  

A) Generalized Reflexivity implies Subjective Nondelusion.  

B) PPK implies PPA.  

C) Partially PPK implies PPA 

 

Proof. (A) Suppose that Π satisfies Generalized Reflexivity. Given any 𝜔 ∈ Ω and 

𝑋 ⊆ 𝑃  with 𝜔 ∈ (Π(𝜔 , 𝑋))
𝑃

= {𝜔′′ ∈ Ω |∀𝜔′ ∈ Π(𝜔 , 𝑋)    𝜔′′ = 𝜔′ ⋁ 𝑝𝑝∈𝑍:𝑍⊆𝑋 } . 

Then, there must exist 𝜔′ ∈ Π(𝜔 , 𝑋)  such that 𝜔 = 𝜔′ ⋁ 𝑝𝑝∈𝑍:𝑍⊆𝑋  . That is, 

𝑟𝑋
𝑌(𝜔) = 𝑟𝑋

𝑌(𝜔′ ⋁ 𝑝𝑝∈𝑍:𝑍⊆𝑃 ) = 𝜔′. Hence, 𝜔𝑋 ∈ Π(𝜔 , 𝑋).  

  (B) Suppose that Π satisfies Confinedness and PPK and that 𝜔 ∈ Π(𝜔 , 𝑋). Then, 

𝜔𝑋 ∈ (Π(𝜔 , 𝑋))
𝑋

. By PPK, because (Π(𝜔 , 𝑋))
𝑋

= Π(𝜔𝑋 , 𝑋), 𝜔𝑋 ∈ Π(𝜔𝑋 , 𝑋).  

  (C) Suppose that Π  satisfies Partially PPK and that for any 𝜔 ∈ Ω  and 𝑋 ⊆ 𝑃 , 

𝜔 ∈ Π(𝜔 , 𝑋) . Then, because Π(𝜔 , 𝑋) ⊆ Ω𝑋 , 𝜔 = 𝜔𝑋 ∈ (Π(𝜔 , 𝑋))
𝑋

 . By Partially 

PPK, because (Π(𝜔 , 𝑋))
𝑋

= Π(𝜔𝑋 , 𝑋), 𝜔𝑋 ∈ Π(𝜔𝑋 , 𝑋). ∎ 

 

Remark 3 の性質 (A), (B) は Heifetz et al. (2006) によって示されたけれども、

(B) についての彼らのステートメントと我々のステートメントの間には差異

が存在する。我々のステートメントとは対照的に、Heifetz et al. は Confinedness 
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と PPK は PPA を導くと述べている。Unawareness structure に於いて、

Confinedness は必要であるのに対して、constructive Aumann structure では必要

としない。 

 いくつかの先行研究は相互作用的状況に対して PPK と PPI について論じて

いる, e.g., Heifetz et al. (2006, 2008), Galanis (2013, 2018)。対照的に我々のモデル

は単一主体モデルであるから、上述の性質について仮定する必要はない。6 

 

4.2 Knowledge Operator 

 次に知識演算子を定義する。事象 𝐸  は Ω  の部分集合とする。主体が基本

命題集合の部分集合 𝑋 ⊆ 𝑃  を認識できるとき、知識演算子 𝐾𝑋: 2Ω ⟶ 2Ω  は

以 下 の よ う に 定 義 さ れ る 。 𝐸 ⊆ Ω𝑋  で あ る な ら ば 、  𝐾𝑋(𝐸) =

{𝜔 ∈ Ω|Π(𝜔 , 𝑋) ⊆ 𝐸}, そうでないならば、𝐾𝑋(𝐸) = ∅ とする。𝐾𝑋(𝐸) は “𝑋 を

認識できる主体は事象 𝐸  を知っている” と解釈する。もし 𝐾𝑋(𝐸) = ∅  なら

ば、主体が 𝐸 を知っていることは偽となる。 

 

Example 3 (Continued.)   𝑋 = {𝑥} , Π(𝜔1 , 𝑋) = {𝜔2} , Π(𝜔2 , 𝑋) = {𝜔2} , 

 

6 Constructive Aumann structure は多属性非分割可能性対応モデルである。標

準的な非分割モデルに於いて、PPK と PPI は仮定していないように見える。

本稿は複数主体の constructive Aumann structure に於いても PPK と PPI は必要

ないものと推測する。 
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Π(𝜔3 , 𝑋) = {𝜔4}, Π(𝜔4 , 𝑋) = {𝜔4} と仮定する。𝐸1 = {𝜔2} とする。このとき、

𝐸1 ⊆ Ω𝑋  かつ Π(𝜔2 , 𝑋) ⊆ 𝐸1  である。従って、 𝐾𝑋(𝐸1) = {𝜔2}  であり、主体

は 𝐸1 を知っている。𝐸2 = {𝜔1 , 𝜔2} と置く。このとき、𝐸2 ⊈ Ω𝑋 であるから、

𝐾𝑋(𝐸2) = ∅  である。これは主体が 𝐸2  を知っていることは偽であることを意

味する。∎ 

 

 知識演算子の定義の中で、𝐸 ⊆ Ω𝑋 は重要である。𝑋 ≠ 𝑃 のとき Π(𝜔 , 𝑋) ⊆

Ω  は 明 ら か で あ る 。 従 っ て 、 す べ て の  𝐸  に 対 し て  𝐾𝑋(𝐸) =

{𝜔 ∈ Ω|Π(𝜔 , 𝑋) ⊆ 𝐸} ならば、𝐾𝑋(Ω) は非空となり、主体は Ω を知ることと

なる。7 なお、ある 𝐸 ⊆ Ω𝑋 に対して、𝐾𝑋(𝐸) は空かもしれない。 

 

Remark 4 Given 𝐸 ⊆ Ω𝑋, the following are equivalent.  

1. For any 𝜔 ∈ Ω, Π(𝜔 , 𝑋) ⊈ 𝐸.  

2. 𝐾𝑋(𝐸) = ∅.  

 

Example 3 (Continued.)  𝐸3 = {𝜔4} とする。このとき、Π(𝜔2 , 𝑋) ⊈ 𝐸3 である

から、𝐾𝑋(𝐸3) = ∅ となる。すなわち 𝜔2 で主体が 𝐸3 を知っていることは偽

である。∎ 

 

 𝐾𝑋(𝐸) は Ω𝑋 上の事象であることは明らかである。 

 
7 In this case, Monotonicity is satisfied even if 𝑋 ≠ 𝑃.  
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Proposition 2 (Heifetz et al. 2006) For any 𝐸 ⊆ Ω, 𝐾𝑋(𝐸) ⊆ Ω𝑋.  

 

Proof. Given any 𝐸 ⊆ Ω and 𝜔 ∈ 𝐾𝑋(𝐸). By the definition of knowledge operator 

and Subjective Nondelusion, 𝜔 ∈ Π(𝜔 , 𝑋) ⊆ 𝐸 . Then, by Confinedness, as 

Π(𝜔 , 𝑋) ⊆ Ω𝑋, 𝜔 ∈ Ω𝑋. Therefore, 𝐾𝑋(𝐸) ⊆ Ω𝑋. ∎ 

 

 ¬𝐾𝑋(𝐸) = Ω ∖ 𝐾𝑋(𝐸)  を 𝐾𝑋(𝐸)  の否定とする。これは “𝑋  を認識している

主体は事象 𝐸 を知らない” と解釈する。ここで我々は Heifetz et al. (2006) に

おける知識演算子の性質を一般化することができる。 

 

Proposition 3 A knowledge operator 𝐾𝑋 has the following properties.  

K1 (Necessitation) 𝑋 = 𝑃 if and only if 𝐾𝑋(Ω) = Ω.  

K2 (Monotonicity) 𝑋 = 𝑃 if and only if 𝐸 ⊆ 𝐹 ⟹ 𝐾𝑋(𝐸) ⊆ 𝐾𝑋(𝐹).  

K3 (Conjunction)  ∀𝜆 ∈ Λ    𝐸𝜆 ⊆ Ω𝑋 or ∀𝜆 ∈ Λ     𝐸𝜆 ⊈ Ω𝑋   ⟹   𝐾𝑋(⋂ 𝐸𝜆𝜆∈𝛬 ) =

⋂ 𝐾𝑋(𝐸𝜆)𝜆∈𝛬 .  

K4 (Truth) 𝐾𝑋(𝐸) ⊆ 𝐸.  

K5 (Positive Introspection) 𝐾𝑋(𝐸) = 𝐾𝑋𝐾𝑋(𝐸).  

K6 (Negative Introspection) 𝑋 = 𝑃 if and only if ¬𝐾𝑋(𝐸) ⊆ 𝐾𝑋¬𝐾𝑋(𝐸).  

 

Proof. (K1) (⟹) When 𝑋 = 𝑃, by Subjective Nondelusion, for any 𝜔 ∈ Ω, 𝜔 ∈
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Π(𝜔 , 𝑃) ⊆ Ω. That is, Ω ⊆ 𝐾𝑃(Ω). Moreover, by Proposition 2, because 𝐾𝑃(𝐸) ⊆

Ω, 𝐾𝑃(Ω) = Ω.  

  (⟸) Suppose that 𝐾𝑋(Ω) = Ω. Assume that 𝑋 ≠ 𝑃. Then, Ω𝑋 ⊊ Ω. However, by 

the definition of the knowledge operator, 𝐾𝑋(Ω) = ∅. This is a contradiction. 

Therefore, 𝑋 = 𝑃.  

  (K2) (⟹) When 𝑋 = 𝑃, 𝐾𝑃(𝐸) = {𝜔 ∈ Ω|Π(𝜔 , 𝑃) ⊆ 𝐸} ⊆

{𝜔 ∈ Ω|Π(𝜔 , 𝑃) ⊆ 𝐹} = 𝐾𝑃(𝐹).  

  (⟸) Suppose that 𝐸 ⊆ 𝐹 ⟹ 𝐾𝑋(𝐸) ⊆ 𝐾𝑋(𝐹). Assume that 𝑋 ≠ 𝑃. Then, Ω𝑋 ⊊

Ω and 𝐾𝑋(Ω) = ∅. For any ∅ ≠ 𝐸 ⊆ Ω𝑋, because 𝐾𝑋(𝐸) ⊋ 𝐾𝑋(Ω), this is a 

contradiction. Therefore, 𝑋 = 𝑃.  

  (K3) Given any 𝜆 ∈ Λ, suppose that 𝐸𝜆 ⊆ Ω𝑋. Given any 𝜔 ∈ 𝐾𝑋(⋂ 𝐸𝜆𝜆∈𝛬 ). 

Then, Π(𝜔 , 𝑃) ⊆ ⋂ 𝐸𝜆𝜆∈𝛬 . This means that for any 𝜆 ∈ Λ, Π(𝜔 , 𝑃) ⊆ 𝐸𝜆. That is, 

for any 𝜆 ∈ Λ, because 𝜔 ∈ 𝐾𝑋(𝐸𝜆), 𝜔 ∈ ⋂ 𝐾𝑋(𝐸𝜆)𝜆∈𝛬 . For any 𝜆 ∈ Λ, suppose that 

𝐸𝜆 ⊈ Ω𝑋. Then, 𝐾𝑋(𝐸𝜆) = ∅. That is, 𝐾𝑋(⋂ 𝐸𝜆𝜆∈𝛬 ) = ⋂ 𝐾𝑋(𝐸𝜆)𝜆∈𝛬 = ∅.  

  (K4) Given any 𝜔′ ∈ 𝐾𝑋(𝐸), 𝜔′ ∈ Π(𝜔 , 𝑃) ⊆ 𝐸. Therefore, 𝐾𝑋(𝐸) ⊆ 𝐸.  

  (K5) By K4, 𝐾𝑋𝐾𝑋(𝐸) ⊆ 𝐾𝑋. Given any 𝜔 ∈ 𝐾𝑋(𝐸), Π(𝜔 , 𝑃) ⊆ 𝐸. Here, for 

any 𝜔′ ∈ Π(𝜔 , 𝑃), Π(𝜔′ , 𝑃) ⊆ 𝐸. Thus, 𝜔′ ∈ 𝐾𝑋(𝐸). Hence, because Π(𝜔 , 𝑃) ⊆

𝐾𝑋(𝐸), 𝜔′ ∈ 𝐾𝑋𝐾𝑋(𝐸). Thus, 𝐾𝑋(𝐸) ⊆ 𝐾𝑋𝐾𝑋(𝐸). Hence 𝐾𝑋(𝐸) = 𝐾𝑋𝐾𝑋(𝐸).  

  (K6) (⟹) Assume that 𝑋 = 𝑃. Given any 𝜔 ∈ ¬𝐾𝑃(𝐸), 𝜔 ∉ 𝐾𝑃(𝐸). Thus, 

Π(𝜔 , 𝑃) ⊈ 𝐸. Given 𝜔′ ∈ Π(𝜔 , 𝑃), by Stationarity, because Π(𝜔 , 𝑃) = Π(𝜔′ , 𝑃), 

𝜔′ ∈ ¬𝐾𝑃(𝐸). That is, Π(𝜔 , 𝑃) ⊆ ¬𝐾𝑃(𝐸). Therefore, ¬𝐾𝑋(𝐸) ⊆ 𝐾𝑋¬𝐾𝑋(𝐸).  
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  (⟸) Suppose that ¬𝐾𝑋(𝐸) ⊆ 𝐾𝑋¬𝐾𝑋(𝐸) and 𝑋 ≠ 𝑃. Then, 𝐾𝑋(𝐸) ⊆ Ω𝑋 ⊊ Ω. 

Because ¬𝐾𝑋(𝐸) ⊈ Ω𝑋, this must be 𝐾𝑋¬𝐾𝑋(𝐸) = ∅. This is a contradiction. 

Therefore, 𝑋 = 𝑃. ∎ 

 

 我々のモデルに於いて、知識演算子が Necessitation, Monotonicity, Negative 

Introspection が成り立つことと主体が 𝑃  の全ての命題を認識できることとは

同値である。 

 

Remark 5 𝐾𝑋(Ω𝑋) = Ω𝑋.  

 

 この Remark は明らかであるけれども、𝑋 を認識できる主体は Ω𝑋 に基づ

く Aumann structure に直面していると信じている。従って、我々が Ω𝑋 に限

定した可能性対応を定義したならば、我々は Ω𝑋  上で標準的な知識演算子を

定義することができる。 

 最後に Heifetz et al. (2006) が示した以下の命題を示す。 

 

Proposition 4 (HMS 2006) ¬𝐾𝑋(𝐸) ∩ ¬𝐾𝑋¬𝐾𝑋(𝐸) ⊆ ¬𝐾𝑋¬𝐾𝑋¬𝐾𝑋(𝐸).  

 

Proof. See each property 2 in Propositions 5–7 below. ∎ 

 

4.3 Awareness/Unawareness Operator 
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 本節に於いて、我々は unawareness 演算子を定義する。主体は 𝑋 を認識で

きると仮定する。このとき、  unawareness 演算子は  𝑈𝑋(𝐸) = ¬𝐾𝑋(𝐸) ∩

¬𝐾𝑋¬𝐾𝑋(𝐸)  と定義され、awareness 演算子は  𝐴𝑋(𝐸) = ¬𝑈𝑋(𝐸) = 𝐾𝑋(𝐸) ∪

𝐾𝑋¬𝐾𝑋(𝐸) と定義される。 

 

Example 3 (Continued.)  𝐸1 = {𝜔2}  に対して、¬𝐾𝑋(𝐸1) = {𝜔1 , 𝜔3 , 𝜔4}  かつ 

¬𝐾𝑋¬𝐾𝑋(𝐸1) = ∅ であるから、𝑈𝑋(𝐸1) = ∅ である。従って、𝐴𝑋(𝐸1) = {𝜔2 , 𝜔4} 

が成り立つ。対照的に 𝐸2 = {𝜔1 , 𝜔2}  に対して、¬𝐾𝑋(𝐸2) = {𝜔1 , 𝜔2 , 𝜔3 , 𝜔4} 

かつ ¬𝐾𝑋¬𝐾𝑋(𝐸2) = {𝜔1 , 𝜔2 , 𝜔3 , 𝜔4} であるから、𝑈𝑋(𝐸2) = {𝜔1 , 𝜔2 , 𝜔3 , 𝜔4} 

かつ 𝐴𝑋(𝐸1) = ∅ が成立する。∎ 

 

 知識演算子と awareness/unawareness 演算子について議論する前に、我々は

次の三つのケースについて考察しなくてはならない。主体が全ての基本命題を

認識できる場合；主体は基本命題のある非空な部分集合を認識できないが、対

象となる事象が主体の認識できる状態空間上にある場合；主体は一部の基本命

題について認識できないだけでなく、対象となる事象が主体が認識できる状態

空間上にない場合である。 

 Awareness/unawareness 演算子の性質について示す前に以下の補題を導く。  

 

Lemma 3 (Heifetz et al. 2006) 𝐸, 𝐹 ⊆ Ω𝑋  ⟹  𝐾𝑋(𝐸 ∪ 𝐾𝑋(𝐹)) = 𝐾𝑋(𝐸) ∪ 𝐾𝑋(𝐹).  
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Proof. First, given any 𝜔 ∈ 𝐾𝑋(𝐸 ∪ 𝐾𝑋(𝐹)) . Then, Π(𝜔 , 𝑋) ⊆ 𝐸 ∪ 𝐾𝑋(𝐹) . This 

means that Π(𝜔 , 𝑋) ⊆ 𝐸  or Π(𝜔 , 𝑋) ⊆ 𝐾𝑋(𝐹) . Hence, by K5, because  𝐾𝑋(𝐹) =

𝐾𝑋𝐾𝑋(𝐹) , 𝐾𝑋(𝐸) ∪ 𝐾𝑋𝐾𝑋(𝐹) = 𝐾𝑋(𝐸) ∪ 𝐾𝑋(𝐹) , and 𝜔 ∈ 𝐾𝑋(𝐸) ∪ 𝐾𝑋(𝐹) . That is, 

𝐾𝑋(𝐸 ∪ 𝐾𝑋(𝐹)) ⊆ 𝐾𝑋(𝐸) ∪ 𝐾𝑋(𝐹) . Next, given any 𝜔 ∈ 𝐾𝑋(𝐸) ∪ 𝐾𝑋(𝐹) . By K5, 

𝐾𝑋(𝐸) ∪ 𝐾𝑋(𝐹) = 𝐾𝑋(𝐸) ∪ 𝐾𝑋𝐾𝑋(𝐹) . Then, Π(𝜔 , 𝑋) ⊆ 𝐸  or Π(𝜔 , 𝑋) ⊆ 𝐾𝑋(𝐹) . 

This means that Π(𝜔 , 𝑋) ⊆ 𝐸 ∪ 𝐾𝑋(𝐹) . Therefore, because 𝜔 ∈ 𝐾𝑋(𝐸 ∪ 𝐾𝑋(𝐹)) , 

𝐾𝑋(𝐸) ∪ 𝐾𝑋(𝐹) ⊆ 𝐾𝑋(𝐸 ∪ 𝐾𝑋(𝐹)). Thus, 𝐾𝑋(𝐸 ∪ 𝐾𝑋(𝐹)) = 𝐾𝑋(𝐸) ∪ 𝐾𝑋(𝐹). ∎ 

 

Lemma 4 An awareness operator has the following properties.  

1. (Triviality) If 𝑋 = 𝑃, then 𝐴𝑋(𝐸) = Ω.  

2. (Non-triviality) If 𝑋 ≠ 𝑃 and 𝐸 ⊆ Ω𝑋, then 𝐴𝑋(𝐸) = 𝐾𝑋(𝐸).  

3. (Non-triviality) If 𝑋 ≠ 𝑃 and 𝐸 ⊈ Ω𝑋, then 𝐴𝑋(𝐸) = ∅.  

 

Proof. (1) Suppose that 𝑋 = 𝑃 . Then, 𝐴𝑃(𝐸) = 𝐾𝑃(𝐸) ∪ 𝐾𝑃¬𝐾𝑃(𝐸) . By K5, 

𝐾𝑃(𝐸) ∪ 𝐾𝑃¬𝐾𝑃(𝐸) = 𝐾𝑃𝐾𝑃(𝐸) ∪ 𝐾𝑃¬𝐾𝑃(𝐸) . By Lemma 3, 𝐾𝑃𝐾𝑃(𝐸) ∪

𝐾𝑃¬𝐾𝑃(𝐸) = 𝐾𝑃(𝐾𝑃(𝐸) ∪ ¬𝐾𝑃(𝐸)) = 𝐾𝑃(Ω) = Ω. Therefore, 𝐴𝑃(𝐸) = Ω.  

  (2) Suppose that 𝑋 ≠ 𝑃 and 𝐸 ⊆ Ω𝑋. Then, by Proposition 2, because 𝐾𝑋(𝐸) ⊆

Ω𝑋 , ¬𝐾𝑋(𝐸) ⊈ Ω𝑋 . Therefore, 𝐾𝑋¬𝐾𝑋(𝐸) = 𝐾𝑋(∅) = ∅ . Thus, 𝐴𝑋(𝐸) = 𝐾𝑋(𝐸) ∪

𝐾𝑋¬𝐾𝑋(𝐸) = 𝐾𝑋(𝐸).  

  (3) Suppose that 𝑋 ≠ 𝑃 and 𝐸 ⊈ Ω𝑋. Then, by the definition of the knowledge 

operator, 𝐾𝑋(𝐸) = ∅ . Then, ¬𝐾𝑋(𝐸) = Ω  and 𝐾𝑋(Ω) = ∅ . Therefore, 𝐴𝑋(𝐸) =
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𝐾𝑋(𝐸) ∪ 𝐾𝑋¬𝐾𝑋(𝐸) = ∅. ∎ 

 

 知識演算子の性質と awareness/unawareness 演算子の性質は以下のように示

される。 

 

Proposition 5  When 𝑋 = 𝑃 , the following properties of knowledge and 

awareness/unawareness are obtained:  

① KU Introspection: 𝐾𝑋𝑈𝑋(𝐸) = ∅.  

② AU Introspection: 𝑈𝑋(𝐸) = 𝑈𝑋𝑈𝑋(𝐸).  

③ Weak Necessitation: 𝐴𝑋(𝐸) = 𝐾𝑋(Ω𝑋).  

④ Strong Plausibility: 𝑈𝑋(𝐸) = ⋂ (¬𝐾𝑋)𝑛∞
𝑛=1 (𝐸).  

⑤ Weak Negative Introspection: ¬𝐾𝑋(𝐸) ∩ 𝐴𝑋¬𝐾𝑋(𝐸) = 𝐾𝑋¬𝐾𝑋(𝐸).  

⑥ Symmetry: 𝐴𝑋(¬𝐸) = 𝐴𝑋(𝐸).  

⑦ A-Conjunction: 𝐴𝑋(⋂ 𝐸𝜆𝜆∈𝛬 ) = ⋂ 𝐴𝑋(𝐸𝜆)𝜆∈𝛬 .  

⑧ AK-Self Reflection: 𝐴𝑋𝐾𝑋(𝐸) = 𝐴𝑋(𝐸).  

⑨ AA-Self Reflection: 𝐴𝑋𝐴𝑋(𝐸) = 𝐴𝑋(𝐸).  

⑩ A-Introspection: 𝐾𝑋𝐴𝑋(𝐸) = 𝐴𝑋(𝐸).  

 

Proof. Assume that 𝑋 = 𝑃. By condition 1 in Lemma 4, 𝐴𝑋(𝐸) = Ω, i.e., 𝑈𝑋(𝐸) = ∅.  

1) 𝐾𝑋𝑈𝑋(𝐸) = 𝐾𝑋(¬𝐾𝑋(𝐸) ∩ ¬𝐾𝑋¬𝐾𝑋(𝐸)) = 𝐾𝑋¬𝐾𝑋(𝐸) ∩ 𝐾𝑋¬𝐾𝑋¬𝐾𝑋(𝐸) ⊆

𝐾𝑋¬𝐾𝑋(𝐸) ∩ ¬𝐾𝑋¬𝐾𝑋(𝐸) = ∅.  
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2) By condition 1 in Lemma 4, because 𝐴𝑋(𝐸) = Ω and 𝑈𝑋(𝐸) = ¬𝐴𝑋(𝐸) = ∅, 

𝐴𝑋𝑈𝑋(𝐸) = 𝐴𝑋(∅) = 𝐾𝑋(∅) ∪ 𝐾𝑋¬𝐾𝑋(∅) = ∅ ∪ 𝐾𝑋(Ω) = Ω . Therefore, 

𝐴𝑋(𝐸) = 𝐴𝑋𝑈𝑋(𝐸) and 𝑈𝑋(𝐸) = 𝑈𝑋𝑈𝑋(𝐸).  

3) By 𝑋 = 𝑃, 𝐾𝑋(Ω) = Ω. By Lemma 4, because 𝐴𝑋(𝐸) = Ω, 𝐴𝑋(𝐸) = 𝐾𝑋(Ω).  

4) By Lemma 4, 𝑈𝑋(𝐸) = ¬𝐴𝑋(𝐸) = ∅ . By Lemma 4 and AU Introspection, 

𝑈𝑋(𝐸) = 𝑈𝑋𝑈𝑋(𝐸) = ∅  and 𝑈𝑋𝑈𝑋𝑈𝑋(𝐸) = 𝑈𝑋(∅) . Then, as 𝐴𝑋(∅) = Ω , 

𝑈𝑋𝑈𝑋𝑈𝑋(𝐸) = 𝑈𝑋(∅) = ∅. By repeating it, 𝑈𝑋(𝐸) = ⋂ (¬𝐾𝑋)𝑛∞
𝑛=1 (𝐸).  

5) 𝐴𝑋¬𝐾𝑋(𝐸) = 𝐾𝑋¬𝐾𝑋(𝐸) ∪ 𝐾𝑋¬𝐾𝑋¬𝐾𝑋(𝐸) = 𝐾𝑋𝐾𝑋¬𝐾𝑋(𝐸) ∪

𝐾𝑋¬𝐾𝑋¬𝐾𝑋(𝐸) = 𝐾𝑋(𝐾𝑋¬𝐾𝑋(𝐸) ∪ ¬𝐾𝑋¬𝐾𝑋(𝐸)) = 𝐾𝑋(Ω) = Ω . Therefore, 

¬𝐾𝑋(𝐸) ∩ 𝐴𝑋¬𝐾𝑋(𝐸) = ¬𝐾𝑋(𝐸) ∩ Ω = ¬𝐾𝑋(𝐸). By 𝑋 = 𝑃, the knowledge 

operator satisfies K6, i.e.,  ¬𝐾𝑋(𝐸) ⊆ 𝐾𝑋¬𝐾𝑋(𝐸) . Moreover, by K4, 

𝐾𝑋¬𝐾𝑋(𝐸) ⊆ ¬𝐾𝑋(𝐸) . Therefore, as ¬𝐾𝑋(𝐸) = 𝐾𝑋¬𝐾𝑋(𝐸) , ¬𝐾𝑋(𝐸) ∩

𝐴𝑋¬𝐾𝑋(𝐸) = 𝐾𝑋¬𝐾𝑋(𝐸).  

6) Given 𝐸 ⊆ Ω, because 𝐴𝑋(𝐸) = Ω, 𝐴𝑋(¬𝐸) = Ω. Hence, 𝐴𝑋(¬𝐸) = 𝐴𝑋(𝐸).  

7) For any 𝐸 ⊆ Ω  and any 𝜆 ∈ 𝛬 , as 𝐴𝑋(𝐸) = Ω , 𝐴𝑋(⋂ 𝐸𝜆𝜆∈𝛬 ) = Ω  and 

𝐴𝑋(𝐸𝜆) = Ω, ⋂ 𝐴𝑋(𝐸𝜆)𝜆∈𝛬 = Ω. Therefore, 𝐴𝑋(⋂ 𝐸𝜆𝜆∈𝛬 ) = ⋂ 𝐴𝑋(𝐸𝜆)𝜆∈𝛬 .  

8) Given 𝐸 ⊆ Ω , because 𝐴𝑋(𝐸) = Ω , 𝐴𝑋𝐾𝑋(𝐸) = Ω . Thus, 𝐴𝑋𝐾𝑋(𝐸) =

𝐴𝑋(𝐸).  

9) Given 𝐸 ⊆ Ω , because 𝐴𝑋(𝐸) = Ω , 𝐴𝑋𝐴𝑋(𝐸) = Ω . Thus, 𝐴𝑋𝐴𝑋(𝐸) =

𝐴𝑋(𝐸).  

10) For any 𝐸 ⊆ Ω, because 𝐴𝑋(𝐸) = Ω, 𝐾𝑋𝐴𝑋(𝐸) = 𝐾𝑋(Ω). By K1, 𝐾𝑋(Ω) =
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Ω. Therefore, 𝐾𝑋𝐴𝑋(𝐸) = 𝐴𝑋(𝐸). ∎ 

 

Proposition 6 When 𝑋 ≠ 𝑃  and 𝐸 ⊆ Ω𝑋 , the following properties of knowledge 

and awareness/unawareness are obtained:  

① KU Introspection: 𝐾𝑋𝑈𝑋(𝐸) = ∅.  

② AU Introspection: 𝑈𝑋(𝐸) ⊆ 𝑈𝑋𝑈𝑋(𝐸).  

③ Weak Necessitation: 𝐴𝑋(𝐸) ⊆ 𝐾𝑋(Ω𝑋).  

④ Strong Plausibility: 𝑈𝑋(𝐸) ⊆ ⋂ (¬𝐾𝑋)𝑛∞
𝑛=1 (𝐸).  

⑤ Weak Negative Introspection: ¬𝐾𝑋(𝐸) ∩ 𝐴𝑋¬𝐾𝑋(𝐸) = 𝐾𝑋¬𝐾𝑋(𝐸).  

⑥ Reverse Symmetry: 𝐴𝑋(¬𝐸) ⊆ 𝐴𝑋(𝐸).  

⑦ A-Conjunction: 𝐴𝑋(⋂ 𝐸𝜆𝜆∈𝛬 ) = ⋂ 𝐴𝑋(𝐸𝜆)𝜆∈𝛬 .  

⑧ AK-Self Reflection: 𝐴𝑋𝐾𝑋(𝐸) = 𝐴𝑋(𝐸).  

⑨ AA-Self Reflection: 𝐴𝑋𝐴𝑋(𝐸) = 𝐴𝑋(𝐸).  

⑩ A-Introspection: 𝐾𝑋𝐴𝑋(𝐸) = 𝐴𝑋(𝐸).  

 

Proof. Suppose that 𝑋 ≠ 𝑃 and that for any 𝐸 ⊆ Ω, 𝐸 ⊆ Ω𝑋. Then, by Condition 2 in 

Lemma 4, 𝐴𝑋(𝐸) = 𝐾𝑋(𝐸). Therefore, 𝑈𝑋(𝐸) = ¬𝐾𝑋(𝐸).  

1) By 𝐴𝑋(𝐸) = 𝐾𝑋(𝐸), 𝑈𝑋(𝐸) = ¬𝐾𝑋(𝐸). By Proposition 2, because 𝐾𝑋(𝐸) ⊆ Ω𝑋, 

¬𝐾𝑋(𝐸) ⊈ Ω𝑋. Therefore, 𝐾𝑋(¬𝐾𝑋(𝐸)) = ∅.  

2) 𝑈𝑋(𝐸) = ¬𝐾𝑋(𝐸) ⊆ Ω . 𝑈𝑋𝑈𝑋(𝐸) = ¬𝐾𝑋𝑈𝑋(𝐸) . By KU Introspection, because 

𝐾𝑋𝑈𝑋(𝐸) = ∅, ¬𝐾𝑋𝑈𝑋(𝐸) = Ω. Therefore, 𝑈𝑋(𝐸) ⊆ 𝑈𝑋𝑈𝑋(𝐸).  



 36 

3) As 𝐴𝑋(𝐸) = 𝐾𝑋(𝐸) by Condition 2 in Lemma 4 and 𝐾𝑋(Ω𝑋) = Ω𝑋 by Remark 

5, 𝐴𝑋(𝐸) ⊆ 𝐾𝑋(Ω𝑋).  

4) By AU Introspection, 𝑈𝑋𝑈𝑋(𝐸) = ¬𝐾𝑋𝑈𝑋(𝐸) = Ω . 𝑈𝑋𝑈𝑋𝑈𝑋(𝐸) =

𝑈𝑋¬𝐾𝑋𝑈𝑋(𝐸) = 𝑈𝑋(Ω) = ¬𝐾𝑋(Ω). By the definition of the knowledge operator, 

because 𝐾𝑋(Ω) = ∅ , 𝑈𝑋(Ω) = Ω . By repetition, ⋂ (¬𝐾𝑋)𝑛∞
𝑛=1 (𝐸) = Ω . 

Therefore, 𝑈𝑋(𝐸) ⊆ ⋂ (¬𝐾𝑋)𝑛∞
𝑛=1 (𝐸).  

5) By Condition 2 in Lemma 4, 𝐴𝑋¬𝐾𝑋(𝐸) = 𝐾𝑋¬𝐾𝑋(𝐸). By K4, because 𝐾𝑋(𝐸) ⊆

𝐸 ⊆ Ω𝑋 , ¬𝐾𝑋(𝐸) ⊈ Ω𝑋 . Therefore, 𝐾𝑋¬𝐾𝑋(𝐸) = ∅ . Thus, ¬𝐾𝑋(𝐸) ∩

𝐴𝑋¬𝐾𝑋(𝐸) = ¬𝐾𝑋(𝐸) ∩ ∅ = ∅ = 𝐾𝑋¬𝐾𝑋(𝐸).  

6) 𝐴𝑋(¬𝐸) = 𝐾𝑋(¬𝐸) ∪ 𝐾𝑋¬𝐾𝑋(¬𝐸) . By 𝐸 ⊆ Ω𝑋 , ¬𝐸 ⊈ Ω𝑋 . Therefore, 

𝐾𝑋(¬𝐸) = ∅ . By ¬𝐾𝑋(¬𝐸) = Ω , 𝐾𝑋¬𝐾𝑋(¬𝐸) = ∅ . Therefore, 𝐴𝑋(¬𝐸) = ∅ . 

By Condition 2 in Lemma 4, because 𝐴𝑋(𝐸) = 𝐾𝑋(𝐸), 𝐴𝑋(¬𝐸) ⊆ 𝐴𝑋(𝐸).  

7) For any 𝐸 ⊆ Ω𝑋 , because 𝐴𝑋(𝐸) = 𝐾𝑋(𝐸) , 𝐴𝑋(⋂ 𝐸𝜆𝜆∈𝛬 ) = 𝐾𝑋(⋂ 𝐸𝜆𝜆∈𝛬 ) . 

Moreover, for any 𝜆 ∈ 𝛬 , because 𝐴𝑋(𝐸𝜆) = 𝐾𝑋(𝐸𝜆) , ⋂ 𝐴𝑋(𝐸𝜆)𝜆∈𝛬 =

⋂ 𝐾𝑋(𝐸𝜆)𝜆∈𝛬 . Therefore, by K3, 𝐴𝑋(⋂ 𝐸𝜆𝜆∈𝛬 ) = ⋂ 𝐴𝑋(𝐸𝜆)𝜆∈𝛬 . 

8) For any 𝐸 ⊆ Ω𝑋 , by K4, 𝐾𝑋(𝐸) ⊆ 𝐸 . Therefore, by 𝐴𝑋𝐾𝑋(𝐸) = 𝐾𝑋𝐾𝑋(𝐸) , 

𝐾𝑋𝐾𝑋(𝐸) = 𝐾𝑋(𝐸). Thus, 𝐴𝑋𝐾𝑋(𝐸) = 𝐴𝑋(𝐸).  

9) For any 𝐸 ⊆ Ω𝑋 , by K4, as 𝐾𝑋(𝐸) ⊆ 𝐸 . 𝐴𝑋(𝐸) = 𝐾𝑋(𝐸) , 𝐴𝑋𝐴𝑋(𝐸) =

𝐴𝑋𝐾𝑋(𝐸) = 𝐾𝑋𝐾𝑋(𝐸) = 𝐾𝑋(𝐸). Therefore, 𝐴𝑋𝐴𝑋(𝐸) = 𝐴𝑋(𝐸).  

10) For any 𝐸 ⊆ Ω𝑋 , because 𝐴𝑋(𝐸) = 𝐾𝑋(𝐸) , 𝐾𝑋𝐴𝑋(𝐸) = 𝐾𝑋𝐾𝑋(𝐸) = 𝐾𝑋(𝐸) . 

Therefore, 𝐾𝑋𝐴𝑋(𝐸) = 𝐴𝑋(𝐸). ∎ 
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Proposition 7 When 𝑋 ≠ 𝑃  and 𝐸 ⊈ Ω𝑋 , the following properties of knowledge 

and awareness/unawareness are obtained:  

① KU Introspection: 𝐾𝑋𝑈𝑋(𝐸) = ∅.  

② AU Introspection: 𝑈𝑋(𝐸) = 𝑈𝑋𝑈𝑋(𝐸).  

③ Weak Necessitation: 𝐴𝑋(𝐸) ⊆ 𝐾𝑋(Ω𝑋).  

④ Strong Plausibility: 𝑈𝑋(𝐸) = ⋂ (¬𝐾𝑋)𝑛∞
𝑛=1 (𝐸).  

⑤ Weak Negative Introspection: ¬𝐾𝑋(𝐸) ∩ 𝐴𝑋¬𝐾𝑋(𝐸) = 𝐾𝑋¬𝐾𝑋(𝐸).  

⑥ Reverse Symmetry: 𝐴𝑋(¬𝐸) ⊇ 𝐴𝑋(𝐸).  

⑦ A-Conjunction: 𝐴𝑋(⋂ 𝐸𝜆𝜆∈𝛬 ) = ⋂ 𝐴𝑋(𝐸𝜆)𝜆∈𝛬 .  

⑧ AK-Self Reflection: 𝐴𝑋𝐾𝑋(𝐸) = 𝐴𝑋(𝐸).  

⑨ AA-Self Reflection: 𝐴𝑋𝐴𝑋(𝐸) = 𝐴𝑋(𝐸).  

⑩ A-Introspection: 𝐾𝑋𝐴𝑋(𝐸) = 𝐴𝑋(𝐸).  

 

Proof. Suppose that 𝑋 ≠ 𝑃  and that for any 𝐸 ⊆ Ω ,  𝐸 ⊈ Ω𝑋 . By Condition 3 in 

Lemma 4, 𝐴𝑋(𝐸) = ∅. Therefore, 𝑈𝑋(𝐸) = Ω.  

1) 𝐾𝑋𝑈𝑋(𝐸) = 𝐾𝑋(Ω) = ∅.  

2) Because 𝑈𝑋𝑈𝑋(𝐸) = 𝑈𝑋(Ω) . Ω ⊈ Ω𝑋  is evident, 𝑈𝑋(Ω) = Ω . Therefore, as 

𝑈𝑋𝑈𝑋(𝐸) = Ω, 𝑈𝑋(𝐸) = 𝑈𝑋𝑈𝑋(𝐸).  

3) By Remark 5, 𝐴𝑋(𝐸) = ∅ ⊆ Ω𝑋 = 𝐾𝑋(Ω𝑋).  

4) By AU Introspection, 𝑈𝑋𝑈𝑋𝑈𝑋(𝐸) = 𝑈𝑋(Ω) = Ω . By repetition, 𝑈𝑋(𝐸) =
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⋂ (¬𝐾𝑋)𝑛∞
𝑛=1 (𝐸).  

5) By 𝐸 ⊈ Ω𝑋 , because 𝐾𝑋(𝐸) = ∅ , ¬𝐾𝑋(𝐸) = Ω . 𝐾𝑋¬𝐾𝑋(𝐸) = 𝐾𝑋(Ω) = ∅ . 

Therefore, because 𝐴𝑋¬𝐾𝑋(𝐸) = 𝐴𝑋(Ω) = 𝐾𝑋(Ω) ∪ 𝐾𝑋¬𝐾𝑋(Ω) = ∅ , 

¬𝐾𝑋(𝐸) ∩ 𝐴𝑋¬𝐾𝑋(𝐸) = 𝐾𝑋¬𝐾𝑋(𝐸).  

6) Because 𝐴𝑋(𝐸) = ∅, 𝐴𝑋(¬𝐸) ⊇ 𝐴𝑋(𝐸).  

7) For any 𝐸 ⊈ Ω𝑋, as 𝐴𝑋(𝐸) = ∅, 𝐴𝑋(⋂ 𝐸𝜆𝜆∈𝛬 ) = ∅. Moreover, for any 𝜆 ∈ 𝛬, 

because 𝐴𝑋(𝐸𝜆) = ∅, ⋂ 𝐴𝑋(𝐸𝜆)𝜆∈𝛬 = ∅. Hence, 𝐴𝑋(⋂ 𝐸𝜆𝜆∈𝛬 ) = ⋂ 𝐴𝑋(𝐸𝜆)𝜆∈𝛬 .  

8) Because 𝐾𝑋(𝐸) = ∅ , 𝐴𝑋𝐾𝑋(𝐸) = 𝐴𝑋(∅) = 𝐾𝑋(∅) ∪ 𝐾𝑋¬𝐾𝑋(∅) = ∅ ∪

𝐾𝑋(Ω) = ∅. Therefore, 𝐴𝑋𝐾𝑋(𝐸) = 𝐴𝑋(𝐸).  

9) 𝐴𝑋𝐴𝑋(𝐸) = 𝐴𝑋(∅) = ∅. Therefore, 𝐴𝑋𝐴𝑋(𝐸) = 𝐴𝑋(𝐸).  

10) 𝐾𝑋𝐴𝑋(𝐸) = 𝐾𝑋(∅) = ∅. ∎ 

 

Remark 6 Suppose 𝑋 ≠ 𝑃 . For any 𝜆 ∈ 𝛬 , let 𝐸𝜆 ⊆ Ω𝑋 , and for any 𝛿 ∈ ∆ , let 

𝐸𝛿 ⊈ Ω𝑋. Then, 𝐴𝑋(⋂ 𝐸𝜆𝜆∈𝛬 ⋂ 𝐸𝛿𝛿∈∆ ) ⊇ ⋂ 𝐴𝑋(𝐸𝜆)𝜆∈𝛬 ⋂ 𝐴𝑋(𝐸𝛿)𝛿∈∆ .  

 

 KU Introspection, AU Introspection, Weak Necessitation, Strong Plausibility は 

Dekel et al. (1998) によって；Symmetry, A-Conjunction, AK-Self Reflection, AA-

Self Reflection は  Modica and Rustichini (1999) によって；Weak Negative 

Introspection, Symmetry, A-Conjunction, AK-Self Reflection, AA-Self Reflection は 

Halpern (2001) によって；A-Introspection は Heifetz et al. (2006) によって提案

された。しかしながら、𝑋 ≠ 𝑃  かつ  𝐸 ⊆ Ω𝑋  で、AU Introspection, Strong 
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Plausibility は等号を満たさないかもしれない。さらに 𝑋 ≠ 𝑃 かつ 𝐸 ⊈ Ω𝑋 で、

Weak Necessitation は等号を満たさないかもしれない。さらに A-Conjunction 

は全ての事象が 𝐸 ⊆ Ω𝑋 または 𝐸 ⊈ Ω𝑋 の場合にのみ成立する。Remark 6 は、

その条件を満たさないならば、⋂ 𝐴𝑋(𝐸𝜆)𝜆∈𝛬 ⋂ 𝐴𝑋(𝐸𝛿)𝛿∈∆   は空かもしれないこ

とを示す。 

 興 味 深 い こ と に 、 Symmetry は  Non-triviality は 衝 突 す る 。

Awareness/unawareness 演算子の性質を議論する先行研究は Symmetry を証明

するか (e.g., Heifetz et al. 2006, 2013a, Li 2009)、それを仮定していた (e.g., 

Modica and Rustichini 1994, 1999, Halpern 2001, Heifetz et al. 2008, Sadzik 2021)。

対照的に awareness/unawareness 演算子が non-trivial であるとき、Symmetry 

は成立しない。Fukuda (2020) は Symmetry が無限の高階の unawareness が成

立しないかもしれないことを示したが、2 階の無知―すなわち  1 階の 

unawareness―については Symmetry が成立することを示した。従って、我々は

この性質を Reverse Symmetry とした。さらに、Reverse Symmetry の包含関係

は 𝐸 ⊆ Ω𝑋 または 𝐸 ⊈ Ω𝑋 で異なる。 

 証明が示すように、主体が基本命題の一部を認識できないとき、知識演算子

の定義より、主体が 𝐸 を知っているならば、𝐸 の反対事象は主体の主観的状

態空間上に存在しないので、主体はその反対事象を認識することはできない。

従って、𝐸  についての知識演算子の反対事象は空となる。𝐸  が主体の主観的

状態空間上にないとき、𝐾𝑋(𝐸) = ∅ かつその反対事象 (i.e., ¬𝐸 かつ ¬𝐾𝑋(𝐸)) 

は空かもしれないし、そうでないかもしれない。従って、主体はそれらを認識
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できるかできないかである。 

 Reverse Symmetry の特徴は重要であり、少なくとも二つの含意をもつ。一つ

は主体が認識している事象と主体が認識できないその反対事象についてその

関係を議論すべきでないことを示す。もう一つの含意は様相論理と関連付けら

れる。Modica and Rustichini (1994) は S4 かつ Symmetry が成り立つとき、S5

が成り立つことを示した。対照的に我々のモデルに於いて、Symmetry と Non-

triviality は両立しない。従って Reverse Symmetry は unawareness に関する議

論の中で、S5 を取り除くべきことを示唆しているのかもしれない。我々は様

相論理の中で、S4 + Reverse Symmetry を議論すべきである。 

 最後に本節に於いて、我々は Awareness Leads to Knowledge とその逆の包含

について議論する。 Galanis (2013) は以下の性質  (Awareness Leads to 

Knowledge) を提案した。任意の 𝑋, 𝑌 ⊆ 𝑃  (𝑌 ⊆ 𝑋 ) と 𝐸 ⊆ Ω  に対して、𝐸 ⊆

Ω𝑌 ならば、𝐾𝑌(𝐸) ⊆ (𝐾𝑋(𝐸))
𝑌

∩ 𝐴𝑌(𝐸) が成立する。彼は unawareness structure 

に於いて、PPK を仮定しなければ、逆の包含は成立しないかもしれないことを

示唆した。しかしながら、constructive Aumann structure に於いて、Awareness 

Leads to Knowledge は成立せず、PPK を仮定していないにもかかわらず、その

逆の包含が成立する。8  

 

8 初稿に於いて、Proposition 8 のステートメントと証明は誤っていた。初稿で

は等号が成り立つとしたが、正しくない。本稿に於いてステートメントと証

明は等号も Awareness Leads to Knowledge も成り立たないことを示してい
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Proposition 8  For any 𝑋, 𝑌 ⊆ 𝑃  with 𝑌 ⊆ 𝑋  and 𝐸 ⊆ Ω , if 𝐸 ⊆ Ω𝑌 , then 

𝐾𝑌(𝐸) ⊇ (𝐾𝑋(𝐸))
𝑌

∩ 𝐴𝑌(𝐸).  

 

Proof. Suppose that for any 𝑋, 𝑌 ⊆ 𝑃, 𝑌 ⊆ 𝑋 and given 𝐸 ⊆ Ω𝑌. Firstly, suppose that 

𝑌 = 𝑃, i.e., 𝑋 = 𝑃. Then, 𝐴𝑌(𝐸) = Ω by Condition 1 of Lemma 4, and (𝐾𝑋(𝐸))
𝑌

=

(𝐾𝑌(𝐸))
𝑌

= 𝐾𝑌(𝐸)  because 𝐾𝑌(𝐸) = 𝐾𝑋(𝐸) = 𝐾𝑃(𝐸) . Therefore, 𝐾𝑌(𝐸) =

(𝐾𝑋(𝐸))
𝑌

∩ 𝐴𝑌(𝐸) . Next, suppose that 𝑌 ≠ 𝑃 . Then, by Condition 2 of Lemma 4, 

𝐾𝑌(𝐸) = 𝐴𝑌(𝐸) . Because 𝐴𝑌(𝐸) ⊇ (𝐾𝑋(𝐸))
𝑌

∩ 𝐴𝑌(𝐸) , 𝐾𝑌(𝐸) ⊇ (𝐾𝑋(𝐸))
𝑌

∩

𝐴𝑌(𝐸).  

      When 𝑌 ≠ 𝑃 , 𝐾𝑌(𝐸) ⊆ (𝐾𝑋(𝐸))
𝑌

∩ 𝐴𝑌(𝐸)  may not hold. Suppose that 

Π(𝜔 , 𝑌) ⊆ 𝐸 . Then, 𝐾𝑌(𝐸) ≠ ∅ . Assume that Π(𝜔 , 𝑋) ⊈ 𝐸  for any 𝜔 ∈ Ω . Then, 

𝐾𝑋(𝐸) = ∅  by Remark 4. Then, ∅ = 𝐾𝑋(𝐸) = 𝐾𝑋(𝐸) ∩ 𝐴𝑌(𝐸) = (𝐾𝑋(𝐸))
𝑌

∩

𝐴𝑌(𝐸) ⊆ 𝐾𝑌(𝐸). ∎ 

 

 本稿は PPK を仮定していない。しかし Awareness Leads to Knowledge は成

立しなかった。Proposition 8 は Awareness Leads to Knowledge の逆の包含を導

いている。この結果は Galanis (2013) とは対照的な結果である。なお、等号が

成立しないことの必要十分条件は、主体が基本命題の一部に unaware であり、

 

る。  



 42 

かつ主体が認識している状態空間の延長上の知識演算子を捉えられないこと

である。Awareness Leads to Knowledge の逆は、主体が unaware であるような

状態空間上の (部分的) 分割に aware であることはできないことを意味する。

Galanis と本稿の結果の違いは  constructive Aumann structure の特徴は 

unawareness structure の特徴と異なることを意味する。これは我々のモデルは 

Gakanis の議論と合わないことを意味する。 

 Proposition 8は部分的PPKを包含している。Proposition 8は任意の 𝜔 ∈ 𝐾𝑋(𝐸) 

に対して、Π(𝜔 , 𝑋) ⊆ 𝐸 ⊆ Ω𝑌 であることを導く。同様に任意の 𝜔 ∈ 𝐾𝑌(𝐸) に

対して、Π(𝜔 , 𝑌) ⊆ 𝐸 ⊆ Ω𝑌 ⊆ Ω𝑋 であることを導く。これらのステートメント

は部分的 PPK の条件である。これは Proposition 8 のもとで PPK のステートメ

ントが満たされることを意味する。しかしながら、等号は成り立たないかもし

れない。等号と Awareness Leads to Knowledge は仮定を緩めた Galanis (2013) 

とは対照的に、追加の仮定で強める必要がある。 

 

4.4 Relationships with Standard Aumann Structure 

 我々のモデルに於いて、𝑋 = 𝑃 のとき、unawareness が trivial になるという 

Dekel et al. (1998) の主要定理が以下のように成り立つ。 

 

Theorem 1 In any constructive Aumann structure, the following are equivalent.  

1. 𝑋 = 𝑃.  

2. For any 𝐸 ⊆ Ω, 𝑈𝑋(𝐸) = ∅.  
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3. For any 𝐸, 𝐹 ⊆ Ω, 𝐸 ⊆ 𝐹, 𝑈𝑋(𝐸) ⊆ ¬𝐾𝑋(𝐹). 

 

Proof. (1 ⟹ 2) It is evident by Condition 1 in Lemma 4.  

 (2 ⟹ 3) Given 𝐸 ⊆ Ω, 𝑈𝑋(𝐸) = ∅. Then, for any 𝐹 ⊆ Ω, ∅ = 𝑈𝑋(𝐸) ⊆ ¬𝐾𝑋(𝐹).  

 (3 ⟹ 1) Suppose that for every 𝐸, 𝐹 ⊆ Ω, if 𝐸 ⊆ 𝐹, then 𝑈𝑋(𝐸) ⊆ ¬𝐾𝑋(𝐹). Here, 

assume that 𝑋 ≠ 𝑃 and given 𝐸 = ∅ and  ∅ ≠ 𝐹 ⊆ Ω𝑋. Then, because ¬𝐾𝑋(∅) =

Ω  and 𝐾𝑋(Ω) = ∅ , 𝑈𝑋(∅) = ¬𝐾𝑋(𝐸) ∩ ¬𝐾𝑋¬𝐾𝑋(𝐸) = Ω ∩ ¬𝐾𝑋(Ω) = Ω ∩ (Ω ∖

𝐾𝑋(Ω)) = Ω . Because ¬𝐾𝑋(𝐹) ⊊ Ω  is evident, ¬𝐾𝑋(𝐹) ⊊ 𝑈𝑋(∅) . This is a 

contradiction. Hence, 𝑋 = 𝑃. ∎ 

 

 Dekel et al. (1998) は unawareness 演算子が Plausibility, AU Introspection, KU 

Introspection を満たし、かつ知識演算子が  Necessitation を満たすならば、

unawareness は trivial なものになることを示した。また unawareness 演算子が

上の仮定を満たすもとで、知識演算子が Monotonicity を満たすならば、主体

は全てに unaware であることを示した。我々のモデルに於いて、𝑋 = 𝑃 のと

き、我々は知識演算子と unawareness 演算子が上の性質を満たすことを示し

た。従って、主要定理は 𝑋 = 𝑃 のときに成立し、逆もまた成立する。 

 Chen et al. (2012) は知識演算子が Necessitation を満たし、かつ unawareness 

演算子が  Plausibility を満たすならば、 Negative Introspection は  AU 

Introspection と  KU Introspection が同値である。また上の仮定のほか、 

Monotonicity と Truth が満たされているならば、Negative Introspection は AU 
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Introspection と同値である。我々のモデルに於いて、𝑋 = 𝑃 のとき、Negative 

Introspection と  AU Introspection はどうちであった。さらに、Modica and 

Rustichini (1994) は Negative Introspection と Symmetry が同値であることを

示した。従って、我々は Chen et al. (2012) と Modica and Rustichini (1994) の

主要定理を以下のように一般化することができる。 

 

Theorem 2 In any constructive Aumann structure, the following are equivalent.  

1. 𝑋 = 𝑃.  

2. Negative Introspection if and only if AU Introspection if and only if Symmetry.  

 

Proof. (1 ⟹ 2) Suppose that 𝑋 = 𝑃. Then, by Proposition 3, Negative Introspection 

holds. Moreover, by Proposition 5, AU Introspection and Symmetry hold.  

(2 ⟹ 1 ) Suppose that Negative Introspection, AU Introspection and Symmetry are 

equivalent. Here, assume that 𝑋 ≠ 𝑃. Then, by Proposition 3, Negative Introspection 

does not hold, and by Proposition 6 and Proposition 7, Symmetry does not hold. 

However, by Proposition 6 and Proposition 7, AU Introspection holds. This contradicts 

that the three properties are equivalent. Therefore, 𝑋 = 𝑃. ∎ 

 

 最後に我々は Fukuda (2020) との関係について考察しよう。彼は non-trivial 

unawareness は非分割的状態空間モデル上で議論することができることと、

Necessitation と AU Introspection は両立しないことを示した。従って、彼が指
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摘したように、Necessitation が満たされるもとで AU Introspection が成り立た

ないならば、non-trivial unawareness を議論することができる。また、AU 

Introspection の代わりとして Reverse AU Introspection (𝑈𝑋(𝐸) ⊇ 𝑈𝑋𝑈𝑋(𝐸) ) を

提案した。彼は以下の二点を指摘した。一つは AU Introspection は non-trivial 

unawareness の議論に必要がないこと；そしてもう一つは AU Introspection が

成立しないならば、(非分割的) 状態空間モデルは awareness of unawareness を

表現することができることである。対照的に我々のモデルでは、包含関係の等

号が成立しないとき、我々のモデルに於いて、Reverse AU Introspection と Non-

triviality が成立しない。主体が基本命題の一部を認識できないにもかかわらず、

我々のモデルは  AU Introspection を導かなくてはならない。この違いは 

Fukuda (2020) と本稿との間に異なる特徴が存在することを意味する。 

 

5. Conclusion 

本稿は状態空間が完備束であるような constructive Aumann structure について

議論した。Heifetz et al. (2006), Li (2009) とは対照的に、我々のモデルでは互い

に素な状態空間の集合族は必要としない。しかしながら、標準的な状態空間も

絵 d るのケースとは異なり、我々のモデルは Heifetz et al. と Li のモデルのよ

うに多属性モデルである。但し、我々のモデルに於いて、異なる状態空間上の

同じ状態は、異なる属性をもつ。これは各主観的状態空間に於ける状態の性質

は状態空間上の他の状態との関係に依存する。 

 我々のモデルは単一主体モデルであり、高階認識については議論しなかった。
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しかしながら、我々の結論は Proposition 6-7 と Remark 6 で示したように、先

行研究での結論と異なる。多主体モデルや高階認識に於いて、他の性質が成立

しないかもしれない。 

 特に、Symmetry と non-trivial unawareness の両立は不可能である。先行研究

はこの性質を証明するかもしくは仮定していたのに対して、本研究では 

Symmetry と Non-triviality の両立不可能性を証明した。我々が獲得した結果 

(Reverse Symmetry) の含意は、主体が認識することができる事象と主体が認識

することができない反対事象との関係を議論すべきではないということと、

unawareness を議論するとき、様相論理に於ける S5 は取り除かなければなら

ないと言うことである。 

 対照的に、constructive state space, HMS-state space, Li-state space は同値であ

り、かつ我々は Dekel et al. (1998) の結果の一般化である Theorem 1 と Chen 

et al. (2012) の結果の一般化である Theorem 2 を証明した。これは我々のモデ

ルが Heifetz et al. (2006) と Li (2009) の unawareness structure と非分割的状態

空間モデルの中間に位置することを意味する。 

 先行研究には、unawareness を伴った選択理論 (e.g., Karni and Vierø 2013, 

2017, Piermont 2017)；unawareness を伴った相互作用的状況 (e.g., Auster 2013, 

Heifetz et al. 2013a, and Galanis 2013, 2018)；games with unawareness (e.g., Heifetz 

et al. 2013b, Halpern and Rêgo 2014, Perea 2018, and Feinberg 2020) がある。今後

の研究課題として、完備束を伴った Aumann structure を導入するべきであろ

う。例えば、我々のモデルを Bayesian game with unawareness へと適用する方
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法が挙げられる。Sadzik (2021), Meier and Schipper (2014) は Bayesian game with 

unawareness を議論した。Sadzik は Heifetz et al. (2006) のモデルに基づいて確

率的信念について議論し、normal-form game with unawareness に於けるベイジ

アン均衡を定義した。Meier and Schipper は Heifetz et al. (2013a) のモデルに基

づいて確率的信念を議論し、ベイジアン均衡を定義し、その存在を証明した。

9 今後の研究課題として、完備束を伴った Aumann structure に基づいて確率的

信念を議論し、Bayesian game with unawareness にそれを適用することが挙げら

れる。  
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