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8 結びにかえて 53

本稿は前稿（中央大学経済研究所ディスカッションペーパーNo. 19（2001年 11月）『社会
的選択理論の基礎』）の続きである。記号の使い方，用語の意味，基本的な概念，特にアローの

一般可能性定理（Arrow (1977)），寡頭制定理，ギバード・サタースウェイトの定理（Gibbard
(1973)，Satterthwaite (1975)）については前稿を参照していただきたい。

1 非循環性と拒否権者定理

1.1 非循環性について

前稿の定理 6.1において準推移性（厳密な選好の推移性）が満たされれば選択肢の中から最
良のもの（他の任意の選択肢 yに対して xRyとなるような x，複数あるかもしれない）を選

ぶことができることを示したが，実はもう少し弱い条件で十分なのである。その条件とは非

循環性と呼ばれるものである。以下前稿と同様に選択肢の集合を Aで，個人の集合をN で

表す。

非循環性 (acyclicity) 集合Aに属する選択肢 x1，x2，x3，̈ ¨ ¨，xk を任意にいくつか選ぶと

すると，社会的選好において x1Px2Px3P ¨ ¨ ¨Pxkであって，xkPx1となるようなもの

がないとき，社会的選好は非循環的 (acyclic)であると言う。

これは準推移性より弱い条件である。例えば xPy，yPzであって xIzならば準推移性は満た

されないが非循環性は満たされている。この非循環性について次の定理が示される。

定理 1.1. 社会的な選好Rが完備性，反射性，非循環性を満たせば複数の選択肢の中から最

良のものを選び出すことができる。逆に，複数の選択肢の中から最良のものを選び出すこと

ができるならば完備性，反射性を満たす社会的な選好は非循環性を満たす。すなわち，非循

環性は完備性，反射性を満たす社会的選択ルールが最良のものを選び出すことができるため

の必要十分条件である。

証明. 後半から証明する。Rが非循環的でないと仮定してみよう。そのときx1Px2Px3P ¨ ¨ ¨Pxk

であって xkPx1となるような選択肢の組がある。すると，どの選択肢も他のすべての選択肢

より選好されるかまたは無差別とはなっていないのでこの集合の中に最良のものは存在しな

い。したがって非循環性が成り立たなければ最良のものを選び出すことはできない。

次に前半を示す。すべての選択肢について社会的選好が無差別となるならばすべてが最良

である。したがって少なくとも 1つの選択肢の組について厳密な選好 (P )が成り立つと仮定
し，その関係を x2Px1 とする。x2 が全体 (A)の中で最良とならないのは別の選択肢 x3 が

あって x3Px2となる場合だけである（そのような選択肢がAの中に存在しなければ x2が全

体の中で最良である）。そのような x3があると仮定すると，もし x1Px3であるならば非循環
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性によって x1Rx2でなければならない（x1Px3，x3Px2であるから非循環性によって x2Px1

となってはならない）。しかしこれは x2Px1という仮定と矛盾する。よって x1Px3ではなく

x3Rx1でなければならず x3は px1，x2，x3qの 3つの選択肢の中で最良のものとなる。次に，
x3が px1，x2，x3qの中で最良である（x1も x2も最良ではない）として x4を加える。x3Rx4

ならば x3 が 4つの中で最良である。x4Px3 のとき，仮定によって x3Px2 かつ x2Px1 であ

るが非循環性によって x2Px4や x1Px4とはならない。したがって x4Rx2，x4Rx1であるか

ら x4は 4つの中で最良である。このようにして選択肢を 1つづつ加えていくことによってA

全体を検討すれば少なくとも 1つ最良のものが存在することがわかる。 ,
したがって非循環性さえ満たされれば社会的な選択は可能であり（十分条件），また非循環

性が満たされなければ社会的な選択はできない（必要条件）。

1.2 『阻止的』と『ほとんど阻止的』

まず前稿において定義した『決定的』, 『ほとんど決定的』に加えこれらと対になる言葉,
『阻止的』と『ほとんど阻止的』を定義する(1。後者は

ほとんど阻止的 (almost blocking) 2つの選択肢 x, yがあり, 全体の集合N に含まれる個

人のグループ V に属するすべての人々が yより xを好み (xPiy), V に属さない残りの

すべての人々が xより yを好む (yPix)とき, 社会的に xより yが選好される (yPx)こ
とはない, すなわち社会的に yより xが選好されるかまたは両者が無差別である (xRy)
ならば, グループ V は yに対して xについてほとんど阻止的であると言う。

つまり, あるグループの人々が yより xを好み, 残りの人々が xより yより好むという逆の選

好を持つときにその逆の選好が社会的な選好となることはない, 言い換えればそのグループの
選好が社会的な選好となるかまたは x, yが無差別になる場合にほとんど阻止的となる。これ

に対して『阻止的』というのは

阻止的 (blocking) 2つの選択肢 x, y があり, 全体の集合 N に含まれる個人のグループ V

に属するすべての人々が yより xを好む (xPiy)とき, 社会的に xより yが選好される

(yPx)ことはない, すなわち社会的に yより xが選好されるかまたは両者が無差別であ

る (xRy)ならば, グループ V は yに対して xについて阻止的であると言う。

と定義される。『ほとんど阻止的』との違いは残りの人々がグループ V の人々と逆の選好を

持つとは仮定していないことであり『ほとんど阻止的』よりも意味が強くなっている。

阻止的というのは自分（達）が嫌いなものが社会的に選ばれるのを防ぐ（あるいは阻止す

る, 拒否する）ことができるという意味である。拒否権 (veto, veto power)とはまさにそのよ
うな意味であり, 2つの選択肢のあらゆる組み合わせについて阻止的であるようなグループの
人数が 1人であればそれが拒否権者となる。要約すると拒否権者は次のように定義される。

拒否権者 (vetoer) 拒否権者とは 2つの選択肢のあらゆる組み合わせについて阻止的である
ような個人を指す。

(1『阻止的 (blocking)』,『ほとんど阻止的 (almost blocking)』の用語は鈴村 (1982)による。Sen (1979)お
よびその邦訳では『半決定的 (semi-decisive)』, 『ほとんど半決定的 (almost semi-decisive)』という用語が用
いられている。
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独裁者は 1人に限られるが拒否権者は 1人とは限らない。全員が拒否権者になる（1人 1人が
あらゆる選択肢の組み合わせについて阻止的であるようなグループを構成する）こともあり

得る。

1.3 非循環性と拒否権者定理

完備性，反射性，非循環性を合わせて非循環的合理性と呼ぶことにする。しかし，非循環

的合理性だけでは拒否権者の存在を導くことはできず前稿の単純多数決のところで取り上げ

た『正の反応性』を必要とする。その意味を確認しておこう。

条件 S：正の反応性 (positive responsiveness) 2つの選択肢 xと yについて，ある人の

選好が yよりも xを好む方向に変化し（yPixから xIiyまたは xPiyへ，あるいは xIiy

から xPiyへ）他の人々の選好が変わらないとき，変化する前の社会的選好において x

と yが無差別であれば yよりも xを好む選好に（xIyから xPyに）変化しなければな

らない。また変化する前に yよりも xを好む選好（xPy）であれば変化した後もそう

である。

準完全合理性（完備性，反射性，準推移性）を非循環的合理性に弱め，正の反応性（条件

S）を仮定した場合の拒否権者定理は次のように表現される(2。

非循環性の場合の拒否権者定理 社会を構成する人々の数が 4人以上ならば完備性，反射性，
非循環性，条件U，P，I，S，Dを満たす社会的選択ルールには拒否権者が存在する。

条件U，P，I，Dについて確認しておこう。

条件U: 定義域の非限定性 (unrestricted domain) 人々の選好についてはいかなるものも
許される。

条件P：パレート原理 (Pareto Principle) ある社会（集合N）に属する個人全員が yよ

り xを好むという選好を持っていれば社会的にもそのように判断するのが適当である。

記号で書けば

Aに属する異なる 2つの選択肢のあらゆる組み合わせ px, yqに関して，N に

属するすべての個人 iが xPiyであれば xPyである

条件 I：無関係な選択対象からの独立性 (independence of irrelevant alternatives(IIA))
　異なる 2つの選択肢 xと yについての社会的な選好はその 2つについての個人の選
好のみによって決まり，第 3の選択肢（例えば z）と xあるいは yについての選好には

よらない。

条件D：独裁者 (dictator)がいないこと 独裁者とはある個人が選好する選択肢が社会的に

も選好されるような個人を指す。すなわち

すべての異なる x，yについて xPiyならば xPy（yPixならば yPx）となる

ような個人である。

(2この定理はMas-colell and Sonnenschein (1972)による。
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アローの定理の証明と同様の手順で証明を進める。ここでは社会を構成する個人の人数 n

は 4人以上であると仮定する。選択肢の数はこれまで同様 3以上である。
証明の前にこの定理に条件 Sが必要なことを次の例によって確かめてみよう。

条件 Sだけを満たさない社会的選択ルール 次のような社会的選択ルールを考える（社会の構

成人数をmで表す）。

（1）特定の選択肢の組 px，yqをとりm´ 1人以上の人々が xPiyならば xPy，m´ 1
人以上の人々が yPixならば yPx，さもなくば xIyとする。

（2）px，yq以外の選択肢の組 pu，vq（片方のみが x，yと異なるものを含む）について

はm人すべての人々が uPivならば uPv，すべての人々が vPiuならば vPu，さ

もなくば uIvとする。

ある選択肢の組についてすべての人々がどちらかを選好すれば社会的にもそうなるの

でこの社会的選択ルールは条件 Pを満たす。選択肢を 2つづつ比べるから条件 I（無
関係な選択対象からの独立性）も満たしている。px，yqの組に関しては 1人が yPixで

あっても社会的に yRxになるとは限らず，逆に 1人が xPiyであっても社会的に xRy

になるとは限らないので拒否権者も独裁者もいない。3つの選択肢 u，v，wについて

uPv，vPwであればm´ 1人以上の人々が uPivという選好を持ち，同じくm´ 1人
以上の人々が vPiwという選好を持っている。したがってm ´ 2人以上の人々がその
両方の選好を持ち，個人の選好の推移性から uPiwという選好を持つ。そのとき少なく

ともwPuとなることはないので非循環性が成り立つ。しかし例えばm´ 3人の選好が
uPivで残りの人々の選好が vRiuのときに（そのとき uIvである），1人の人の選好が
vPiuから uIivあるいは uPivに変わってもm´ 1人以上が uPivとはならないので条

件 Sは満たさない。

まず定理の証明に必要な次の 2つの補助定理を示す。

補助定理 1.1. 4人以上の社会において社会的選択ルールが非循環的合理性，条件U，P，I，
Sを満たし，ある 2つの選択肢 x，yに関して，yに対して xについてほとんど阻止的である

ような個人が存在するならばその個人は 2つの選択肢のあらゆる組み合わせについて阻止的
である，すなわち拒否権者である。

証明. yに対して xについてほとんど阻止的であるような個人を個人 1とし，x，y以外の任

意の（x，y以外のあらゆる選択肢から適当に 1つ選んだ）選択肢 z，wをとって以下のよう

な選好の組み合わせを考える。

（1）個人 1：wP1xP1yP1z

（2）個人 2：wP2xI2yP2z

（3）個人 3：yP3wP3zP3x

（4）個人 4：yP4wP4zP4x

（5）上記以外の人々：yPiwPizPix
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仮定によってxRyであるが，さらに条件SによってxPyである(3。また条件Pによって yPz，

wPxである。したがって非循環性により xRz，wRyとなる。次に以下のような選好の組み

合わせを考える。

（1）個人 1：wP1yP1xP1z

（2）個人 2：wP2yP2xP2z

（3）個人 3：zP3yP3xP3w

（4）個人 4：yI4wP4zI4x

（5）上記以外の人々：zPiyPixPiw

上の結果と条件 S，Iによって xPz，wPyが得られる(4。また条件 Pによって yPxである。

したがって非循環性により yRz，wRxとなる。次に以下のような選好の組み合わせを考える。

（1）個人 1：wP1xP1yP1z

（2）個人 2：yP2zP2wP2x

（3）個人 3：xI3yI3zI3w

（4）個人 4：yP4zP4wP4x

（5）上記以外の人々：zPiyPixPiw

仮定と条件 Sによって xPy である(5。また上の結果と条件 S，Iによって yPz，wPxであ

る(6。したがって非循環性により xRz，wRyとなる。次に以下のような選好の組み合わせを

考える。

（1）個人 1：wP1yP1xP1z

（2）個人 2：zP2yP2xP2w

（3）個人 3：wP3yP3xP3z

（4）個人 4：zP4yP4xP4w

（5）上記以外の人々：zPiyPixPiw

上の結果と条件 S，Iによって xPz，wPyが得られる(7。また条件 Pによって yPxである。

したがって非循環性により yRz，wRxとなる。最後に以下のような選好の組み合わせを考

える。
(3個人 2 の選好において xI2y であり（yP2x が xI2y に変わったと見なすことができる），個人 1，2 以外の

人々の選好において yPixとなっていることによる。
(4個人 4の選好において zP4xが zI4xに，yP4w が yI4w に変わっている。他の人々の xと z，y と w に関

する選好は変わっていない。
(5個人 3 の選好において xI3y であり（yP3x が xI3y に変わったと見なすことができる），個人 1，3 以外の

人々の選好において yPixとなっている。
(6個人 3の選好において zP3y が yI3z に，xP3w が xI3w に変わっている。他の人々の y と z，xと w に関

する選好は変わっていない。
(7個人 3の選好において xI3z が xP3z に，yI3w が wP3y に変わっている。他の人々の xと z，y と w に関

する選好は変わっていない。
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（1）個人 1：wP1xP1yP1z

（2）個人 2：zP2xI2yP2w

（3）個人 3：yP3zP3wP3x

（4）個人 4：yI4zP4xI4w

（5）上記以外の人々：zPiyPixPiw

仮定と条件 S，Iによって xPy である(8。また上の結果と条件 Sによって yPz，wPxであ

る(9。したがって非循環性により xRz，wRyとなる。この選好の組み合わせにおいては個人

1のみが xP1z，wP1yという選好を持ち，他のすべての人々は逆の選好（zPix，yPiw）を持っ

ている。したがって，個人 1は zに対して xについてほとんど阻止的であり，yに対して w

についてほとんど阻止的である。この論理を繰り返し用いると個人 1はあらゆる選択肢の組
み合わせについてほとんど阻止的となるが，条件 Sによりこれは個人 1があらゆる選択肢の
組み合わせについて阻止的であること，すなわち拒否権者であることを意味することがわか

る。条件 Sを仮定すると，個人 1以外の人々の選好が個人 1が好む選択肢にとって有利なよ
うに変化すれば社会的にもそうなるので，『ほとんど阻止的』が『阻止的』を意味する。 ,
続いて次の補助定理を示す。

補助定理 1.2. （1）社会的選択ルールは非循環的合理性を満たし拒否権者はいないものとす
る。そのとき任意の 2つの選択肢 x，yについて n´ 1人の人々が xPiyという選好を

持ち，1人の人が yPixという選好を持っているときには社会的に xPyである。

（2）社会的選択ルールは非循環的合理性，条件U，I，P，Sを満たし，拒否権者はいないも
のとする。任意の 2つの選択肢 x，yについて n´ k人の人々が xPiy，k´ 1人の人々
が xIiy，1人の人が yPixという選好を持っているときに社会的に xPyであるならば

n´ k ´ 1人の人々が xPiy，k人の人々が xIiy，1人の人が yPixという選好を持って

いるときにも xPyである。ただし kは正の整数で 1 ő k ő n´ 1である。

証明. （1）もし他のすべての人々が xPiyで 1人だけが yPixのときに yRxとなるような選

択肢の組 px，yqがあるならば，その 1人は yに対して xについてほとんど阻止的とな

り補助定理 1.1によって拒否権者となってしまうから，そのような選択肢の組があって
はならない。

（2）任意に 3つの選択肢 x，y，zを選び，次のような選好の組み合わせを考える。

(i) n´ k ´ 1人の人々：xPiyPiz

(ii) 1人の人：zPixPiy

(iii) 1人の人：yPizPix

(iv) k ´ 1人の人：xIiyIiz

(8個人 2の選好において xI2y であり，個人 1，2以外の人々の選好において yPixとなっている。
(9個人 4の選好において zP4y が yI4z に，xP4w が xI4w に変わっている。他の人々の y と z，xと w に関

する選好は変わっていない。
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n´ k人の人々が xPiyで 1人が yPix，k´ 1人が xIiy，同じく n´ k人の人々が yPiz

で 1人が zPiy，k ´ 1人が yIiz であるから仮定により xPy，yPz となる。したがっ

て非循環性によって xRzを得る。このとき xPizという選好を持つ人は n´ k ´ 1人，
zPixという選好を持つ人は 2人，xIizという選好を持つ人は k ´ 1人である。ここで
1人の選好が zPixから xIizに変わったとすると条件 Sによって社会的には xPzとな

らなければならない。そのとき xPizという選好を持つ人は n´ k´ 1人，zPixという

選好を持つ人は 1人，xIizという選好を持つ人は k人である。x，y，zは任意である

から条件 Iによって補助定理の主張が成り立つ。

,
これは k “ n´ 1の場合にも成り立つ。
この補助定理によって次の形の，準推移性に代えて非循環性が成り立つ場合の拒否権者定

理が証明される。

定理 1.2 (非循環性と拒否権者定理). 完備性，反射性，条件U，I，P，Sを満たし，拒否権
者がいない社会的選択ルールは非循環性を満たさない。

証明. もし非循環性が満たされるとするなら，補助定理 1.2の (1)から出発して (2)を繰り返
し適用して行くと，k “ n´ 1の場合に n´ 1人の人々が xIiy，1人の人が yPixという選好

を持っているときに xPyであることになる。そうすると条件 Sによって全員が xIiyである

ときにも xPyである。x，yは任意であるから同じく全員が xIiyであるときに yPxである

ことになるが(10，これは矛盾である。 ,
以上で証明が終わった。

2 パレート原理を仮定しない不可能性定理—ウィルソンの定理

2.1 非賦課性，逆に決定的，逆独裁者

すべての人が yより xを好むときには社会的にもそうあらねばならないというパレート原

理（条件 P）はたいへん常識に叶った要求だと思われるが，この条件を仮定しない場合でも
独裁的でないまでもそれに近い，あるいはよく似た社会的選択ルールしか実現可能でないこ

とを示そう。

ただパレート原理をはずすということではなく，それより弱い次の条件を仮定する。

非賦課性 (non imposition) ある 2つの選択肢の組 px，yqがあり，個人の選好がいかなる
ものであっても常に社会的に xPyとなる（yより xが選好される）とき，社会的選択

ルールは賦課的であると言う。どの 2つの選択肢の組も賦課的でないとき，社会的選択
ルールは非賦課的であると言う。

非賦課的であれば yRxとなるような人々の選好の組み合わせが少なくとも 1つはある。これ
は社会的選好にタブーがあってはならないという条件である。パレート原理が満たされれば非

賦課性も満たされるが逆は必ずしも言えない。条件U（定義域の非限定性）は仮定し続ける。

(10xと yを入れ替えて考えれば『n´ 1人の人々が xIiy，1人の人が xPiyという選好を持っているときに yPx
である。』が得られる。
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次に『逆にほとんど決定的』(inversely almost decisive)，『逆に決定的』(inversely decisive)，
『逆独裁者 (inverse-dictator)』という言葉を定義する。

逆にほとんど決定的 2つの選択肢 x，yがあり，全体の集合N に含まれる個人のグループ V

に属するすべての人々が xより yを好み (yPix)，V に属さない残りのすべての人々が

y より xを好む (xPiy)とき，常に社会的に y より xが選好される (xPy)ならば，グ
ループ V は xに対して yについて逆にほとんど決定的であると言う。

逆に決定的 2つの選択肢 x，yがあり，全体の集合N に含まれる個人のグループ V に属す

るすべての人々が xより y を好む (yPix)とき，常に社会的に y より xが選好される

(xPy)ならば，グループ V は xに対して yについて逆に決定的であると言う。

逆独裁者 逆独裁者とは 2つの選択肢のあらゆる組み合わせについて逆に決定的であるような
1人の個人を指す。

すなわち 2つの選択肢のあらゆる組み合わせについて逆に決定的なグループの人数が 1人で
あれば，その 1人が逆独裁者となる。社会的な選好が『他の人々の選好に関わりなく常に逆
独裁者の選好とは逆になる』ということであるから，ある意味で独裁的である。

また，すべての選択肢を無差別とするような社会的選択ルールは無意味 (null)であると言
うことにする。

2.2 ウィルソンの定理の証明

ここでは次の定理を証明する(11。

定理 2.1 (ウィルソンの定理). 非賦課性，完全合理性，条件 U，Iを満たす無意味でない社
会的選択ルールには独裁者または逆独裁者が存在する。

初めに次の補助定理を示す。

補助定理 2.1. 非賦課性，完全合理性，条件U，Iを満たす社会的選択ルールについて，次の
(1)，(2)，(3)のいずれかが成り立つ(12。

（1）パレート原理：任意の 2つの選択肢の組 px, yqについて，すべての人が xPiyであれば

xPyである。

（2）逆パレート原理：任意の 2つの選択肢の組 px, yqについて，すべての人が yPixであれ

ば xPyである。

（3）社会的選択ルールは無意味である。

証明. （1）ある 2つの異なる選択肢 x，yについてすべての人が xPiyのとき社会的に xPy

であるとする。別の選択肢 zをとると，非賦課性の仮定により yRzとなるような人々

の選好の組み合わせがある。それを aとする。別の選好の組み合わせ bをとり，bにお

(11これはWilson (1972)による。
(12この補助定理の証明はMalawski and Zhou (1994)による。
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いては yと zに関する人々の選好は aにおけるものとまったく同じであり，またすべて

の人々が xP b
i zであるとする。すると社会的選好の推移性によって xPyかつ yRzから

xPzが得られる。条件 Iにより xと zについての社会的選好はその 2つの選択肢に関
する人々の選好によって決まるのですべての人々が xPiz のときには常に xPz となる

ことがわかる。

同様に非賦課性の仮定により zRxとなるような人々の選好の組み合わせがある。それ

を a1とする。別の選好の組み合わせ b1をとり，b1においては xと zに関する人々の選

好は a1におけるものとまったく同じであり，またすべての人々が zP b1
i yであるとする。

すると社会的選好の推移性によって zRxかつ xPyから zPyが得られる。条件 Iによ
り yと z についての社会的選好はその 2つの選択肢に関する人々の選好によって決ま
るのですべての人々が zPiyのときには常に zPyとなることがわかる。

この論理を繰り返すと，すべての人々が xPiyのときに社会的に xPyとなるような 2つ
の異なる選択肢 x，yの組があれば，任意の 2つの選択肢の組 x，yについて，すべて

の人々が xPiyであれば xPyとなることが言える。

（2）ある 2つの異なる選択肢 x，yについてすべての人が xPiyのとき社会的に yPxである

とする。別の選択肢 zをとると，非賦課性の仮定により zRyとなるような人々の選好

の組み合わせがある。それを aとする。別の選好の組み合わせ bをとり，bにおいては

yと zに関する人々の選好は aにおけるものとまったく同じであり，またすべての人々

が xP b
i z であるとする。すると社会的選好の推移性によって zRy かつ yPxから zPx

が得られる。条件 Iにより xと z についての社会的選好はその 2つの選択肢に関する
人々の選好によって決まるのですべての人々が xPiz のときには常に zPxとなること

がわかる。

同様に非賦課性の仮定により xRzとなるような人々の選好の組み合わせがあるからそ

れを a1とする。別の選好の組み合わせ b1をとり，b1においては xと zに関する人々の

選好は a1におけるものとまったく同じであり，またすべての人々が zP b1
i yであるとす

る。すると社会的選好の推移性によって yPxかつ xRz から yPz が得られる。条件 I
により yと z についての社会的選好はその 2つの選択肢に関する人々の選好によって
決まるのですべての人々が zPiyのときには常に yPzとなることがわかる。

この論理を繰り返すと，すべての人々が xPiyのときに社会的に yPxとなるような 2つ
の異なる選択肢 x，yの組があれば，任意の 2つの選択肢の組 x，yについて，すべて

の人々が xPiyであれば yPxとなることが言える。

（3）最後にある 2つの選択肢 x，yについて，すべての人々が xPiyのときに xIyであると

仮定する。このとき上の (1)，(2)の議論から任意の 2つの選択肢の組 x，yについてす

べての人々が xPiyであれば xIyとなることがわかる(13。すべての人々が xPiyあるい

は yPixではないある選好の組み合わせ aにおいて xPyとなるような選択肢の組 x，y

があるものと仮定してみよう。別の選好の組み合わせ bをとり，xと yに関する人々の

選好は aにおけるものとまったく同じであり，またすべての人々が xP b
i zかつ yP b

i zで

あるとする。そのときには xIzかつ yIzでなければならない。すると社会的選好の推

(13すべての人々が xPiy のときに xPy あるいは yPxとなるような選択肢の組が 1つでもあればあらゆる選択
肢の組についてそのようになるということが (1)，(2)の議論からわかる。
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移性によって xIyとなるが，これは xPyという仮定と矛盾する。したがって xPyと

なるような選好の組み合わせおよび選択肢の組はないから，社会的選択ルールは無意味

である。

,
(1)の場合はアローの一般可能性定理によって完全合理性，条件U，Iを満たす社会的選択
ルールには独裁者が存在することが言える。したがって (2)の場合に完全合理性，条件U，I
を満たす社会的選択ルールに逆独裁者が存在することが示されればウィルソンの定理が証明

されたことになる。アローの定理の証明の手順をそのまま使ってこれを示そう。そのために

まず次の補助定理が必要である。

補助定理 2.2. 社会的選択ルールが完全合理性，条件U，I，逆パレート原理を満たし，また
ある 2つの選択肢 x，yに関して，xに対して yについて逆にほとんど決定的であるような個

人が存在するならば，その個人は 2つの選択肢のあらゆる組み合わせについて逆に決定的で
ある，すなわち逆独裁者である。

証明. そのような個人を J で表し，J 以外の人々を iで表す。x，y以外のある選択肢を zと

し，次のような選好の組み合わせを考える（条件Uによって許される，以下同様）。

（1）個人 J：zPJyPJx

（2）個人 J 以外のすべての人々：xPiy，zPiy

J 以外の人々について xと zとの間の選好に関しては何も仮定していない。個人 J は xに対

して yについて逆にほとんど決定的であるから社会的に xPyとなる。また J を含むすべての

人々が xより zを好むので逆パレート原理によって yPzである。すると P の推移性によっ

て xPzが得られる。J 以外の人々については xと zとの間の選好に関して何も仮定せず，ま

た条件 Iによって xと yあるいは yと zの間の選好は xと zの間の選好に影響してはならな

いから，個人 J は xに対して zについて逆に決定的である。

次に以下のような選好の組み合わせを考える。

（1）個人 J：yPJxPJz

（2）個人 J 以外のすべての人々：xPiz，xPiy

個人 J 以外の人々について yと zとの間の選好に関しては何も仮定していない。逆パレート

原理によって zPxが得られる。上と同様に個人 J は xに対して yについて逆にほとんど決

定的であることから xPyである。すると P の推移性によって zPyが得られるから，上と同

じ論法によって個人 J は zに対して yについて逆に決定的である。

以上の議論を繰り返し適用することによって個人 J は 2つの選択肢のあらゆる組み合わせ
について逆に決定的であることが導かれる。 ,
その上で次の補助定理を示す。

補助定理 2.3. （1）社会的選択ルールは完全合理性を満たし逆独裁者はいないものとする。
そのとき任意の 2つの選択肢 x，yについて n´ 1人の人々が yPixという選好を持ち，

1人の人が xPiyという選好を持っているときには社会的に xRyである。
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（2）社会的選択ルールは完全合理性，条件U，I，逆パレート原理を満たし，逆独裁者はいな
いものとする。任意の 2つの選択肢 x，yについて n´ k人の人々が yPix，k人の人々

が xPiyという選好を持っているときに社会的に xRyであるならば n´ k´ 1人の人々
が yPix，k ` 1人の人々が xPiyという選好を持っているときにも xRyである。ただ

し kは正の整数で 1 ő k ő n´ 1である。

証明. （1）もし他のすべての人々が yPixで 1人だけが xPiyのときに yPxとなるような選

択肢の組 px，yqがあるならば，その 1人は xに対して yについて逆にほとんど決定的と

なり補助定理 2.2によって逆独裁者となってしまうから，そのような選択肢の組があっ
てはならない。

（2）任意に 3つの選択肢 x，y，zを選び，次のような選好の組み合わせを考える。

(i) n´ k ´ 1人の人々：yPixPiz

(ii) 1人の人：zPiyPix

(iii) 1人の人：xPizPiy

(iv) k ´ 1人の人：zPixPiy

n ´ k人の人々が yPixで k人が xPiy，同じく n ´ k人の人々が xPizで k人が zPix

であるから仮定により xRy，zRxとなる。したがって推移性によって zRyを得る。こ

のとき yPizという選好を持つ人は n´ k´ 1人，zPiyという選好を持つ人は k` 1人
である。x，y，zは任意であるから補助定理の主張が成り立つ。

,
これは kが n´ 1の場合にも成り立つ。
この補助定理によって次の定理が証明される。

定理 2.2. 完備性，反射性，条件U，I，逆パレート原理を満たし，逆独裁者がいない社会的
選択ルールは推移性を満たさない。

証明. もし推移性が満たされるとするなら，補助定理 2.3の (1)から出発して (2)を繰り返し
適用して行くと，k “ n´ 1の場合に n人全員が xPiyのときに xRyであることになる。こ

れは逆パレート原理に反するから矛盾である。 ,
以上でウィルソンの定理の証明が終わった。

3 確率的な社会的選好についての不可能性定理

3.1 確率的な社会的選好

これまで検討してきた社会的選択ルールは人々の選好に基づいて 2つの選択肢の組に対す
る社会的な選好を構成するものであったが，ここでは社会的な選好を確率的に構成するよう

な社会的選択ルールについてアローの定理に当るものを考えてみたい。とりあえずこれまで

どおり人々の数は 2以上，選択肢の数は 3以上の有限な整数であると仮定する。また人々の
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選好について無差別な関係を含まないものを考える(14。個人および社会の選好は推移性を満

たすものとし，条件U（定義域の非限定性）を仮定する。
社会的な選好を確率的に構成するとは，例えばxと yの 2つの選択肢について人々の選好の何
らかの組み合わせに対して確率 1

3 で xPy，確率 2
3 で yPxなどの確率を割り当てるものである。

ある選好，例えば xPyに確率 0を割り当てるというものも含まれる。またxPy，yPx，xIyに

割り当てられる確率の和は 1でなければならない。ある選好の組み合わせ aにおいて任意の 2
つの選択肢 xと yについて xPiyという選好を持つ人々の集合をϕpa, xPiyq “ ti P N : xPiyu
で表す。また aにおける確率的な社会的選択ルールを gpaqで，gpaqによって xPyに割り当て

られる確率を ppgpaq, xPyqで表す。社会的な選好が推移性を満たすとは次のようなことを意
味する。例えば ppgpaq, xPyq “ 1

3 で ppgpaq, yPwq “ 1ならば 1
3 の確率で社会的に xPyPw

となる。一方wPyPxとなることはなく，yPxのときには yPxかつ yPwとなる可能性があ

るだけである。そのときxとwの間の社会的選好は一意（どれか 1つには）には決まらずxPw

となることも wPxとなることもありうる。したがって ppgpaq, xPwq ŕ 1
3 “ ppgpaq, xPyq

となる。

まず gpaqについて二項的という性質とパレート原理を定義する。

二項的 (binary) 2つの選択肢 xと yについて，ある選好の組み合わせ aにおいて xPiyで

ある人々と別の選好の組み合わせ bにおいて xPiyである人々とがまったく同じであれ

ば(15，aにおいて xPyに割り当てられる確率と bにおいて xPyに割り当てられる確率

とは等しい。

式で表せば

ϕpa, xPiyq “ ϕpb, xPiyq ならば ppgpaq, xPyq “ ppgpbq, xPyq

これはアローの定理における条件 I（無関係な選択対象からの独立性）を一般化したも
のになっている。ppgpaq, xPyq “ ppgpbq, xPyq “ 1の場合が条件 Iに相当する。

パレート原理 (Pareto Principle) ある選好の組み合わせ aにおいてすべての人々が xPiy

という選好を持つならば xPyに割り当てられる確率は 1である。式で書けば

ϕpa, xPiyq “ N ならば ppgpaq, xPyq “ 1

この条件はこれまで仮定してきた条件 Pと本質的に同じものである。

ϕpa, yPixq “ Hならば ϕpa, xPiyq “ N であるから（Hは空集合（要素が何もない
集合）），

ϕpa, xPiyq “ H ならば ppgpaq, xPyq “ 0

が導かれる。

(14以下の内容は Barberá and Sonnenschein (1978)による。
(15人数が等しいだけではなくまったく同じ人々が xPiy という選好を持っている。
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3.2 確率的な社会的選好についての不可能性定理

まず次の補助定理を示す。

補助定理 3.1. 二項的でパレート原理を満たす確率的な社会的選択ルール gに関して，2つの
選好の組み合わせ a，b，任意の 4つの選択肢 x，y，z，wについて

ϕpa, xPiyq “ ϕpb, zPiwq ならば ppgpaq, xPyq “ ppgpbq, zPwq

である。

証明. パレート原理により，ϕpa, xPiyq “ N または ϕpa, xPiyq “ Hのときは明らかに成り
立つ。ϕpa, xPiyq ‰ N,Hの場合を考える。
まず x “ z と仮定して補助定理を示す。次のような選好の組み合わせを考えそれを cと

する。

（1）ϕpa, xPiyqに属する人々：xPiyPiw

（2）ϕpa, yPixqに属する人々：yPiwPix

パレート原理により ppgpcq, yPwq “ 1である。したがって社会的選好の推移性によって

ppgpcq, xPwq ŕ ppgpcq, xPyq (3.1)

が得られる。これは yPwより xPyならば xPwであることからわかる。次に以下のような

選好の組み合わせを考えそれを dとする。

（1）ϕpa, xPiyqに属する人々：xPiwPiy

（2）ϕpa, yPixqに属する人々：wPiyPix

パレート原理により ppgpdq, wPyq “ 1 である。したがって社会的選好の推移性によって
ppgpdq, wPxq ŕ ppgpdq, yPxqが得られる。これは

ppgpdq, xPyq ŕ ppgpdq, xPwq (3.2)

を意味する。wPyより xPwならば xPyである。したがって (3.1)，(3.2)および二項性 (bi-
narity)によって

ppgpcq, xPyq “ ppgpdq, xPwq

が導かれる。

次に y “ wと仮定し以下のような選好の組み合わせを考えそれを c1とする。

（1）ϕpa, xPiyqに属する人々：zPixPiy

（2）ϕpa, yPixqに属する人々：yPizPix

パレート原理により ppgpc1q, zPxq “ 1である。したがって社会的選好の推移性によって

ppgpc1q, zPyq ŕ ppgpc1q, xPyq (3.3)

が得られる。次に以下のような選好の組み合わせを考えそれを d1とする。
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（1）ϕpa, xPiyqに属する人々：xPizPiy

（2）ϕpa, yPixqに属する人々：yPixPiz

パレート原理により ppgpd1q, xPzq “ 1 である。したがって社会的選好の推移性によって
ppgpd1q, yPzq ŕ ppgpd1q, yPxqが得られる。これは

ppgpd1q, xPyq ŕ ppgpd1q, zPyq (3.4)

を意味する。したがって (3.3)，(3.4)および二項性によって

ppgpc1q, xPyq “ ppgpd1q, zPyq

が導かれる。

以上の論理を繰り返し使えば補助定理の主張が示される。 ,
これはあるグループの人々が xPiyという選好を持つときに（そのとき他の人々は yPixと

いう選好を持つ）xPyに割り当てられる確率と，まったく同じグループの人々が zPiwとい

う選好を持つときに（そのとき他の人々はwPizという選好を持つ）zPwに割り当てられる

確率とが等しいことを主張するものであり，『あるグループが yに対して xについてほとんど

決定的ならば任意の z，wに関して，wに対して z について決定的である』というアローの

定理の証明において用いた補助定理の内容の一部を確率的な社会的選択ルールに対応して修

正した形になっている。

次に以下の結論を示す。

補助定理 3.2 (社会的選択ルールが素直 (non perverse)であること). 二項的でパレート原
理を満たす確率的な社会的選択ルール gに関して，2つの選好の組み合わせ a，b，任意の 2
つの選択肢 x，yについて

ϕpa, xPiyq Ą ϕpb, xPiyq ならば ppgpaq, xPyq ŕ ppgpbq, xPyq

である。

このとき社会的選択ルールは素直 (non perverse)であると言う。

証明. ϕpa, xPiyqが ϕpb, xPiyqより 1人多いものと仮定する。その 1人を個人 iとし，x，y

以外の選択肢 zをとって次のような選好の組み合わせ cを考える。

（1）個人 i：yPixPiz

（2）i以外の ϕpa, xPiyqに属する人々：xPiyPiz

（3）ϕpa, yPixqに属する人々：yPizPix

aにおいて xPiyという選好を持つ人々と cにおいて xPizという選好を持つ人々は一致する

ので補助定理 3.1より
ppgpaq, xPyq “ ppgpcq, xPzq (3.5)

を得る。またパレート原理によって ppgpcq, yPzq “ 1である。したがって社会的選好の推移
性から

ppgpcq, xPzq ŕ ppgpcq, xPyq (3.6)

15



となるから，(3.5)と (3.6)を合わせれば ppgpcq, xPyq ő ppgpaq, xPyqが導かれる。bにおい

て xPiyという選好を持つ人々と cにおいて xPiyという選好を持つ人々は一致するので

ppgpbq, xPyq ő ppgpaq, xPyq

を得る。 ,
以上の準備のもとに次の定理を示す。

定理 3.1. µgpϕpa, xPiyqq “ ppgpaq, xPyqというように関数 µg を定義する。µg は人々の集

合に値を割り当てる関数である。二項性によってµgの値は x，y以外の選択肢についての人々

の選好にはよらない。また補助定理 3.1により選択肢 x，yが何であるかは影響しない。した

がって µg は人々の集合だけで定義される関数である。

このとき µg は以下の条件を満たす。

（1）µgpHq “ 0

（2）µgpCq ` µgpN ´ Cq “ 1

（3）C 1 Ă C のとき µgpC 1q ő µgpCq

（4）µgpC1q ` µgpC2q ŕ µgpC1 Y C2q（劣加法性 (sub-additivity)）

ただし C は人々の集合を表す（すなわち C Ă N）。

証明. (1)は定義から明らか。(2)は ppgpaq, xPyq ` ppgpaq, yPxq “ 1から導かれる。(3)は
補助定理 3.2から得られる。
したがって (4)を示せばよい。人々の集合C1，C2，3つの選択肢 x，y，zをとり次のよう

な選好の組み合わせを考えこれを aとする。

（1）C1に属する人々：xPiyPiz

（2）C2に属する人々：yPizPix

（3）C3（C1，C2以外の人々の集合）に属する人々：zPixPiy

すると

ppgpaq, xPyq “ µgpC1 Y C3q

ppgpaq, yPzq “ µgpC2 Y C2q

ppgpaq, zPxq “ µgpC1q

が得られる。確率ppgpaq, xPyqでxPyとなり，確率ppgpaq, yPzqでyPzとなるから，その和が

1を越えるならば少なくともppgpaq, xPyq`ppgpaq, yPzq´1 “ µgpC1YC3q`µgpC1YC2q´1
の確率で xPyPzすなわち xPzとなる。したがって

ppgpaq, xPzq “ µgpC1q ŕ µgpC1 Y C3q ` µgpC1 Y C2q ´ 1

が得られる。(2)より µgpC1 Y C3q “ 1´ µgpC2qを用いれば

µgpC1q ` µgpC2q ŕ µgpC1 Y C2q

が導かれる。 ,
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3.3 無差別な関係を含む場合

これまでの分析を個人の選好，および社会の選好において無差別な関係を含む場合に拡張

する。やはり gpaqが二項的であり，またパレート原理を満たすと仮定する。社会的な選好が
無差別な関係を含む場合に確率的な社会的選好が推移性を満たすということの意味は以下の

ようである。例えば ppgpaq, xPyq “ 1
3，ppgpaq, yPwq “ 1

2，ppgpaq, yIwq “ 1
2 ならば

1
6 の確

率で社会的に xPyPw，同じく 1
6 の確率で xPyIwとなる。一方wPyPxとなることはなく，

yPxのときには yPxかつ yPwまたは yIwとなる可能性があるだけである。そのとき xと

wの間の社会的選好は一意には決まらず xPwとなることも xIwとなることも wPxとなる

こともありうる。したがって ppgpaq, xPwq ŕ 1
6，ppgpaq, xIwq ŕ 1

6，また ppgpaq, xRwq ŕ 1
3

となる。

まず次の補助定理を示す。

補助定理 3.3. 二項的でパレート原理を満たす確率的な社会的選択ルール gに関して，任意

の選好の組み合わせ a，および任意の 2つの選択肢 x，yについて

ϕpa, xIiyq “ H ならば ppgpaq, xIyq “ 0

である。すなわち xと yについて無差別な人がいなければ社会的にも無差別とはならない。

証明. x，y以外のある選択肢を zとして次のような選好の組み合わせ bを考える。

（1）xPizPiy（aにおいて xPiyである人々，またその人々のみ）

（2）zPiyPix（aにおいて xPiyである人々，またその人々のみ）

パレート原理によって ppgpbq, zPyq “ 1であるから，推移性（zPyかつ yRxならば zPx）に

よって

ppgpbq, zPxq ŕ ppgpbq, yPxq ` ppgpbq, yIxq (3.7)

が得られる。次に以下のような選好の組み合わせ cを考える。

（1）xPiyPiz（aにおいて xPiyである人々，またその人々のみ）

（2）yPizPix（aにおいて xPiyである人々，またその人々のみ）

パレート原理によって ppgpcq, yPzq “ 1であるから，推移性（yPzかつ xRyならば xPz）に

よって

ppgpcq, xRzq ŕ ppgpcq, xPzq ŕ ppgpcq, xPyq ` ppgpcq, xIyq (3.8)

が得られる。gが二項的であることと (3.7)，(3.8)より(16

1 “ ppgpbq, zPxq ` ppgpbq, xRzq ŕ ppgpaq, yPxq ` ppgpaq, xPyq ` 2ppgpaq, xIyq

を得る。ppgpaq, yPxq ` ppgpaq, xPyq ` ppgpaq, xIyq “ 1であるから ppgpaq, xIyq “ 0が導
かれる。 ,

(16aと bにおいて，および aと cにおいて xと y に関する人々の選好は同じであり，bと cにおいては xと z
に関する人々の選好が同じである。
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これを用いて次の定理を証明する。

定理 3.2. 二項的でパレート原理を満たす社会的選択ルール gに対して以下のような関数 µg

が存在する。

（1）任意の aおよび x，yについて µgpϕpa, xPiyqq ő ppgpaq, xPyqが成り立つ。

（2）ϕpa, xIiyq “ Hの場合には µgpϕpa, xPiyqq “ ppgpaq, xPyqが成り立つ。

さらに

（3）µgpHq “ 0

（4）µgpCq ` µgpN ´ Cq “ 1

（5）C 1 Ă C のとき µgpC 1q ő µgpCq

（6）µgpC1q ` µgpC2q ŕ µgpC1 Y C2q（劣加法性 (sub-additivity)）

ただし C は人々の集合を表す（C Ă N）。

証明. まずすべての x，y について ϕpa, xIiyq “ Hであるようなケースに限定して考える。
すると補助定理 3.3によって社会的な選好においても xIyのような関係はなく，定理 3.1が適
用できるから，µgpϕpa, xPiyqq “ ppgpaq, xPyqおよび上の (3)，(4)，(5)，(6)を満たす µgが

存在する。したがって上の (2)が成り立つ。次に一般的な選好 aを仮定し，以下のような選

好の組み合わせ bを考える。

（1）xPizPiy（aにおいて xPiyである人々，またその人々のみ）

（2）yPixPiz（aにおいて yPixである人々，またその人々のみ）

（3）xIiyPiz（aにおいて xIiyである人々，またその人々のみ）

ϕpb, yIizq “ H，および ϕpa, xPiyq “ ϕpb, zPiyqであるから ppgpbq, zPyq “ µgpϕpb, zPiyqq
が得られ，さらに補助定理 3.1より µgpϕpb, zPiyqq “ µgpϕpa, xPiyqqが得られる。またパレー
ト原理によって ppgpbq, xPzq “ 1となる。以上の議論，および gが二項的であること(17と推

移性によって(18

ppgpaq, xPyq “ ppgpbq, xPyq ŕ ppgpbq, zPyq “ µgpϕpa, xPiyqq

が導かれる。 ,
この定理がアローの定理の一般化であることは次の系によって示される。アローの定理で

想定されている社会的選択ルールは，人々の選好にもとづいてある社会的な選好に確率 1を割
り当てるような確率的な社会的選択ルールの特殊ケースであると解釈できる。そのような社

会的選択ルールをwpaqで表すと，ある 2つの選択肢 x，yについて，例えば ppgpaq, xPyq “ 1
であれば ppgpaq, xIyq “ ppgpaq, yPxq “ 0である。1か 0以外の確率が割り当てられること
はない。wpaqを用いると独裁者の存在は次のように表現される。

(17aと bにおいて xと y に関する人々の選好は同じである。
(18xPz より zPy ならば xPy である。
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独裁者 個人 iが独裁者であるとは任意の x，yについて

xPiy のとき ppwpaq, xPyq “ 1 となる

ということである。

系 3.1. 上記の wpaqが二項性とパレート原理を満たせば独裁者が存在する。

証明. µwpϕpa, xPiyqq “ ppwpaq, xPyqと定義する。パレート原理により µwpNq “ 1であ
る。全員の集合N はそれぞれの個人からなる和集合であるから，定理 3.1で示した劣加法性
により µwptiuq ą 0となるような個人 iが存在する(19。µwptiuqの値は 1か 0以外にはなり
えないので µwptiuq “ 1でなければならない。したがってこの個人 iは独裁者である。 ,

4 複数の選択肢を選ぶ可能性のある社会的選択関数

4.1 一般化された単調性とパレート原理

ギバード・サタースウェイトの定理においては社会的選択関数によってただ 1つの選択肢が
選ばれるものと仮定されていたが，ここでは複数の選択肢を選ぶ可能性のある社会的選択関

数の戦略的操作不可能性の問題について考えてみたい(20。前稿で議論したギバード・サター

スウェイトの定理の証明法の 1つを応用して考察する。
これまでと同様，個人の数 nは 2以上の整数，選択肢の数は 3以上の整数であるとし，人々

の選好には制約を加えず，また個人の選好には無差別な関係も含まれるものとする。選好の

組み合わせ aにおいて社会的選択関数によって選ばれる選択肢の集合をCpaqで表し，aにお

ける社会的選択集合 (social choice set)と呼ぶ。また選択肢全体の集合をAで表す。複数

の選択肢が選ばれるとしても実際に実現するのはそのうちの 1つであるから，各選択肢が実
現する可能性について人々がある確率を想定すると考えるとともに，確率的に実現する状態

についての人々の評価・判断を扱わなければならないので何らかの効用関数を設定する必要

がある。ある選択肢 xが実現したときに個人 iが得る効用を uipxqで表す。個人 iの選好が

xPiyであれば uipxq ą uipyq（xIiyであれば uipxq “ uipyq）でなければならない。そのよう
な効用関数を個人 iの選好（Ri）に適した (fit)効用関数と呼ぶ。uiはいわゆる期待効用の公

理を満たすフォン・ノイマン-モルゲンシュテルン型の効用関数である。
以下においてもギバード・サタースウェイトの定理の場合と同様にすべての選択肢が社会

的選択関数によって選ばれる可能性がある，すなわち『人々の選好の組み合わせによっては

いかなる選択肢についても，それが社会的選択集合に含まれる可能性がある』と仮定するが，

これはいかなる選択肢も社会的選択関数によって選ばれる 1つまたは複数の選択肢の中に含
まれるということであり，各選択肢が単独で選ばれることがあるとまでは仮定しない。また，

社会的選択集合が人々の選好にかかわらず同一であるような場合は除外する。したがって社

会的選択集合がすべての選択肢を含まない（少なくとも 1つの選択肢が社会的選択集合から
除かれる）ような選好の組み合わせが少なくとも 1つはある。

(19tiuは個人 i 1人からなる集合を表す。
(20複数の選択肢を選ぶ可能性があるので社会的選択関数ではなく社会的選択対応 (social choice correspondence)
と呼ぶべきかもしれない
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戦略的操作不可能性 複数の選択肢が選ばれるときの戦略的操作不可能性について以下のよう

に定義する(21。

ある個人 iの選好だけが異なる選好の組み合わせ a，bにおいて，Cpaq，Cpbqをそれぞれ
の社会的選択集合とする。Cpaqに属してCpbqに属さない選択肢の集合をCpaqzCpbq，
逆にCpbqに属してCpaqに属さない選択肢の集合をCpbqzCpaqと表す。またAに含ま

れるある選択肢 xが実現する可能性について個人 iが想定する確率を ppxqで表す。こ
のときCpaqおよびCpbqに含まれる選択肢に限定した，aにおける個人 iの選好に適し

た効用関数 ua
i による期待効用はそれぞれ

Ea
i paq “

1ř
xPCpaq ppxq

ÿ

xPCpaq
ppxqua

i pxq

Ea
i pbq “

1ř
xPCpbq ppxq

ÿ

xPCpbq
ppxqua

i pxq

と表される。Cpaq “ CpbqのときはEa
i paq “ Ea

i pbqである。Cpaqと Cpbqが異なって
いる場合にはそれぞれ

Ea
i paq “

ř
xPCpaqXCpbq ppxqua

i pxq `
ř

yPCpaqzCpbq ppyqua
i pyqř

xPCpaqXCpbq ppxq `
ř

yPCpaqzCpbq ppyq
(4.1)

Ea
i pbq “

ř
xPCpaqXCpbq ppxqua

i pxq `
ř

yPCpbqzCpaq ppyqua
i pyqř

xPCpaqXCpbq ppxq `
ř

yPCpbqzCpaq ppyq
(4.2)

となる。どのような確率，どのような効用関数についても Ea
i paq ě Ea

i pbqであれば
社会的選択関数は戦略的に操作可能ではない。逆にある確率，ある効用関数について

Ea
i paq ă Ea

i pbqであれば，aにおいて bの選好を表明した方がよりよい結果を実現でき

る可能性があるので個人 iにとって aにおいて戦略的に操作可能となる。

以下 ppxq “ 0.8´ε，ppyq “ 0.2，ua
i pxq “ 0，ua

i pyq “ 1，Cpaqに含まれる選択肢のうち
個人 iの効用が最も大きい選択肢を zとして ua

i pzq “ 2と仮定し，x，y以外の選択肢の

確率の合計を ε(0 ă ε ă 1)で表す。(4.1)，(4.2)から，ある x P Cpaq，y P CpbqzCpaq
について yP a

i xであれば，

Ea
i pbq ě 0.2

Ea
i paq ă

2
0.8´ ε

ε

が得られる。εを十分小さく（ε ď 0.07となるように）とれば Ea
i paq ă Ea

i pbqとする
ことができる。また，ある x P CpaqzCpbq，y P Cpbqについて yP a

i xであれば

Ea
i pbq ě

0.2
0.2` ε

Ea
i paq ă

2ε` 0.2
0.8´ ε

となるが，同様に εを十分小さく（ε ď 0.1となるように）とればEa
i paq ă Ea

i pbqとす
ることができる。したがって次の結果を得る。

(21この定義は Ching and Zhou (近刊)による。
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補助定理 4.1. ある x P Cpaq，y P CpbqzCpaqについて yP a
i x，またはある x P CpaqzCpbq，

y P Cpbqについて yP a
i xであれば社会的選択関数は個人 iにとって aにおいて戦略的に操作

可能である。

逆にあらゆる x P Cpaq，y P CpbqzCpaqについて，またあらゆる x P CpaqzCpbq，y P Cpbq
について xRa

i yであれば戦略的に操作可能とはならない。

誰にとってもいかなる選好の組み合わせにおいても操作可能でない場合，社会的選択関数

は戦略的に操作不可能 (strategy-proof)である。
戦略的操作不可能性から次の結果を得る。

補助定理 4.2 (一般化された単調性 (generalized monotonicity)). ある選好の組み合わ
せ aにおいてある 2つの選択肢 px, yqについて人々の選好が

（1）あるグループ V に属する人々：xP a
i y

（2）あるグループ V 1に属する人々：xIa
i y

（3）それら以外（V 2に属する人々）：yP a
i x

のようになっていて社会的選択集合に xは含まれるが yは含まれないものとする。x，y以外

の選択肢に関する選好は特定しない。また別の選好の組み合わせ bにおいて

（1）V に属する人々：xP b
i y，その他の選好は特定しない

（2）V 1に属する人々：xP b
i y，さもなくば選好は aとまったく同じ

（3）V 2に属する人々：特定しない

であると仮定する。そのとき社会的選択関数が戦略的に操作不可能であれば，bにおける社会

的選択集合に yは含まれない。

証明. V に属する人々が個人 1からm（0 ď m ď n）まで，V 1に属する人々は個人m` 1か
らm1(m ď m1 ď n)まで，V 2に属する人々は個人m1` 1から nまでであるとする。a，bと

は異なる選好の組み合わせ cを考え x，y以外の任意の選択肢を zとして，V に属する人々，

および V 1 に属する人々の内 aと bにおいて選好が変化する人々が xP c
i yP c

i z，V 2 に属する

人々が yP c
i xP c

i zという選好を持つものとする。V 1に属する人々の内 aと bにおいて選好が

変化しない人々は無視する。

個人 1の選好がRa
1 からRc

1に変わったときの選好の組み合わせを a1とし，そのとき社会

的選択集合に yが含まれると仮定してみる。個人 1は cにおいて yより xを好んでいて選好

が変化するまでは yが選ばれていなかったので，本当の選好がRc
1であるときにRa

1 と偽って

よりよい結果を実現することができる可能性があり戦略的に操作可能となる。次に a1におい

て xが選ばれないと仮定してみる。個人 1は cにおいて xを最も好んでいて選好が変化する

までは xが選ばれていたので本当の選好がRc
1であるときにRa

1と偽ってよりよい結果を実現

することができる可能性があり戦略的に操作可能となる。したがって a1においても xは選ば

れ yは選ばれない。同じように考えると個人m1までの選好がRa
i からRc

i に変わった am1 に

おいても xは選ばれ yは選ばれない。

次に am1 において個人m1 ` 1の選好がRa
m1`1からRc

m1`1に変わったときの選好の組み合

わせを am1`1とし，そのとき yが社会的選択集合に含まれるようになったとすると aにおい
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て yP a
m1`1xであるから，個人m1` 1は本当の選好がRa

m1`1であるときにRc
m1`1と偽ってよ

りよい結果を実現することができる可能性があり戦略的に操作可能となる。一方 am1`1にお

いて xも yも選ばれず他のある選択肢 zが選ばれるとすると，cにおいて yP c
m1`1xP c

m1`1zで

あるから，個人m1 ` 1は本当の選好がRc
m1`1であるときにRa

m1`1と偽ってよりよい結果を

実現することができる可能性があり戦略的に操作可能となる。したがって am1`1においても

xは選ばれ yは選ばれない。同じように考えると結局全員の選好がRa
i からRc

i に変わった c

においても xは選ばれ yは選ばれない。

ここで cから bに向けて 1人づつ，その選好がRc
i からRb

i に変化するものとする。このと

き yが選ばれず xが選ばれる状態から直接 yが選ばれる状態に変化することはない。V また

は V 1に属するある人（個人 jとする）の選好の変化によって yが選ばれるようになったとす

ると bにおいて xP b
j yであり，その人の選好が変化するまでは xは選ばれ yは選ばれなかっ

たから，個人 jは本当の選好がRb
j であるときにRc

j と偽ってよりよい結果を実現することが

できる可能性があり戦略的に操作可能となる。一方 V 2 に属するある人（個人 kとする）の

選好の変化によって yが選ばれるようになったとすると cにおいて zp‰ x, yqについて yP c
kx

であり，その人の選好が変化するまでは xは選ばれ yは選ばれなかったから，個人 kは本当

の選好がRc
kであるときにRb

kと偽ってよりよい結果を実現することができる可能性があり戦

略的に操作可能となる。

しかし，xは選ばれ yは選ばれない状態から x，yは選ばれずに y以外の選択肢 zが選ばれ

る状態に変化し，さらに yが選ばれる状態に変化するという可能性は残る。そこで何人かの

選好がRc
i からRb

i に変わったときに xは社会的選択集合に含まれずに zp‰ x, yqが社会的選
択集合に含まれるようになり，さらにある個人 lの選好がRc

l からRb
l に変わったときに yが

社会的選択集合に含まれるようになると仮定してみよう。個人 lが V に属する場合もそうで

ない場合も cにおいて yP c
l zであるから，本当の選好がRc

l であるときにRb
l と偽ってよりよ

い結果を実現することができる可能性がある。したがって社会的選択関数が戦略的に操作不

可能であれば yは社会的選択集合に含まれない。同じように考えると結局全員の選好がRc
i か

らRb
i に変わった bにおいても yは社会的選択集合に含まれない。 ,

次に以下のような形のパレート原理を証明する。

補助定理 4.3 (パレート原理). （1）人々の選好のある組み合わせを aとする。ある 2つの
選択肢 xと yに関してすべての個人について xP a

i yであれば，yが社会的選択集合に含

まれないか，または xが含まれる（yが含まれて xが含まれないということはない）。

（2）少なくとも 1つの選択肢の組（px, yqとする）について，『すべての人々が xPiyのとき

xは社会的選択集合に含まれ yは含まれない』が成り立つ。

証明. （1）xが社会的選択集合に含まれるような選好の組み合わせがありそれを bとする。

もし bにおいて y が社会的選択集合に含まれないならば，bにおいて y より xを好む

人々または xと yについて無差別な人々は aにおいて yより xを好むので，補助定理

4.2によって aにおいても y は社会的選択集合に含まれないから証明が終わるので，y

は bにおいて社会的選択集合に含まれると仮定する。別の選好の組み合わせ cを考え，

すべての人々があらゆる z ‰ x, yについて xP c
i yP c

i zという選好を持つものとする。個

人 1の選好が Rb
1 から Rc

1 に変わったときの選好の組み合わせを b1 としそのとき xが

社会的選択集合に含まれないとすると，それまでは xが含まれていたので個人 1は本
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当の選好がRc
1であるときにRb

1と偽ってよりよい結果を実現することができる可能性

があるから b1においても xが含まれなければならない。同じ論理で b1において個人 2
の選好がRb

2からRc
2に変わったときにも xが含まれる。結局 cにおいても xが社会的

選択集合に含まれなければならない。

次に人々の選好がRc
i からRa

i に 1人づつ変化するとき，誰かの選好の変化によって社
会的選択集合が xを含む状態から直接 yを含んで xを含まない状態に変化することは

ない。もしある個人 jの選好の変化によってそのようになったとすると，個人 jは aに

おいて yより xを好むので本当の選好がRa
j であるときにRc

j と偽ってよりよい結果を

実現することができる。しかし人々の選好の変化によって社会的選択集合が xを含む

状態から xと yを含まず他のある選択肢wを含む状態を経て yを含んで xを含まない

状態に変化する可能性は残る。そこである人の選好の変化によって社会的選択集合が x

と yを含まず wを含む状態になり，さらに別の個人 kの選好の変化によって yを含ん

で xを含まない状態に変化すると仮定すると個人 kは本当の選好が Rc
k であるときに

Ra
kと偽って yを実現することができる。したがって aにおいては xが社会的選択集合

に含まれるか，あるいは yは含まれない。

（2）まず社会的選択集合がすべての選択肢を含まないような選好の組み合わせを 1つとりそ
れを bとする。含まれない選択肢の 1つを y含まれる選択肢の 1つを xとする。また

すべての人々が xを厳密に最も好んでいるような選好の組み合わせを aとし，aにおい

て yが社会的選択集合に含まれるか，あるいは xが含まれないと仮定する。個人 1の
選好が Rb

1 から Ra
1 に変わったときの選好の組み合わせを b1 としそのとき yが社会的

選択集合に含まれるとすると，bにおいては yが選ばれておらず aにおいて xP a
i yなの

で，個人 1は本当の選好がRa
1 であるときにRb

1と偽ってよりよい結果を実現すること

ができる可能性があり戦略的に操作可能となる。次に b1において xが社会的選択集合

に含まれないとすると，bにおいては xが選ばれており b1においては x以外のすべて

の選択肢 zについて xP a
i zなので，個人 1は本当の選好がRa

1 であるときにRb
1と偽っ

てよりよい結果を実現することができる可能性があり戦略的に操作可能となる。した

がって b1においても xは社会的選択集合に含まれ，yは含まれない。同じように考え

ると aにおいても xは社会的選択集合に含まれ，yは含まれない。

,
この補助定理の (1)によれば，すべての人々が xを最も選好する場合に xが選ばれないと

するとどの選択肢も選ばれないことになるので必ず xが社会的選択集合に含まれる。

4.2 『決定的』と『ほとんど決定的』

ここで前稿で用いた社会的選択関数についての『決定的』と『ほとんど決定的』の定義を

確認しておこう。

ほとんど決定的 (almost decisive) あるグループ V に属するすべての人々が yより xを好

み，他のすべての人々が xより yを好むときに社会的選択関数によって yが選ばれる

ことがないならば，グループ V は yに対して xについてほとんど決定的である。
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決定的 (decisive) あるグループ V に属するすべての人々が yより xを好むときに社会的選

択関数によって yが選ばれることがないならば，グループ V は yに対して xについて

決定的である。

もしグループ V に属するすべての人々があらゆる選択肢の組について決定的であり，彼ら

が最も好む選択肢の集合がX であるとすると，X に含まれる選択肢以外の選択肢が社会的選

択関数によって選ばれることはないので，必ずX に含まれる選択肢が選ばれる。

選択肢のあらゆる組み合わせについて決定的であるようなグループを決定的なグループ

(decisive set)と呼ぶことにする。特にグループ V が 1人の個人からなる場合にはその個人
が最も好む選択肢のいずれかが選ばれることになる。そのときその個人は独裁者である。す

なわち

独裁者 独裁者とはあらゆる選択肢の組について決定的であるような個人を指す。

と表現される。

4.3 複数の選択肢を選ぶ社会的選択関数における独裁者の存在

以上の定義のもとで次の結果を示す。

補助定理 4.4 (決定的なグループに関する補助定理 (decisive set lemma)). あるグループ
V がある選択肢の組 px，yqについて，yに対して xについてほとんど決定的であればそのグ

ループは選択肢のあらゆる組み合わせについて決定的である。

証明. グループ V が yに対して xについてほとんど決定的であるとする。x，y以外の任意の

選択肢 zをとり次のような選好の組み合わせを考える。

（1）V の人々：xPiyPiz

（2）他の人々：yPizPix

V が yに対して xについてほとんど決定的であるから社会的選択関数によって yが選ばれる

ことはない。またパレート原理によって yが選ばれないのであれば zが選ばれることもない。

zは任意であるから社会的選択関数は xのみを選ぶ。xと zとを比較すると V の人々は zよ

り xを好むが他の人々は xより zを好んでいる。したがって上で示した一般化された単調性

によって，V の人々の選好において xPizである限り社会的選択関数が zを選ぶことはないの

で V は zに対して xについて決定的である。

次に x，y以外の（任意に選んだ）ある選択肢をw，それら以外のすべての選択肢を zで代

表させて以下のような選好の組み合わせを考える(22。

（1）V の人々：wPixPiyPiz

（2）他の人々：yPiwPixPiz

(22選択肢が 3つしかない場合には z は存在しない。
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V が yに対して xについてほとんど決定的であるから社会的選択関数によって yが選ばれる

ことはない。またパレート原理によって yが選ばれないのならば zも選ばれない。さらにパ

レート原理によって xが選ばれるならばwも選ばれなければならない。したがって社会的選

択関数はwのみまたは xとwを選ぶ。yとwとを比較すると V の人々は yよりwを好むが

他の人々は wより y を好んでいる。一般化された単調性によって V の人々の選好において

wPiyである限り社会的選択関数が yを選ぶことはないので V は yに対してwについて決定

的である。

以上の論理を繰り返し使うと V があらゆる選択肢の組について決定的であることが示され

る。 ,
パレート原理の (2)によって少なくとも 1つの選択肢の組 px, yqについて『すべての人々

が xPiyならば yは社会的選択集合に含まれない』が成り立つ。したがって補助定理 4.4より
すべての人々からなる集合は決定的であり，決定的なグループが少なくとも 1つは存在する
ということが言える。人々の人数は有限なので最も小さい（最も人数が少ない）決定的なグ

ループが存在する。それは全員からなる集合かもしれないし 1人の個人かもしれない。後者
の場合その個人は独裁者である。

以上の事実と補助定理 4.4により次の定理が証明される。

定理 4.1. 社会的選択関数が戦略的に操作不可能ならば最小の決定的なグループは 1人の個
人からなる。すなわち独裁者が存在する。

証明. ある最小の決定的なグループが 2人以上の人からなると仮定してみよう。その最小の
決定的なグループを V で表す。V に含まれる 1人の個人を個人 iとし，3つの選択肢 x，y，

wをとり，それ以外の任意の選択肢を zとして以下のような選好の組み合わせを考える(23。

（1）個人 i：wPixPiyPiz

（2）個人 i以外の V の人々：xPiyPiwPiz

（3）それ以外：yPiwPixPiz

V に属するすべての人々が xPiyをいう選好を持っている。V は決定的なので yが社会的選

択関数によって選ばれることはない。パレート原理によって zが選ばれることもない。もし

社会的選択関数によって xのみが選ばれるとすると wより xを好むのは個人 i以外の V の

人々だけで他の人々は xよりwを好むから個人 i以外の V の人々からなるグループが決定的

となってしまう。したがってwのみ，または xとwが社会的選択集合に含まれる。このとき

yより wを好むのは個人 iだけで他の人々は wより yを好むから個人 iが決定的となってし

まう。これらのことは V が最小の決定的なグループであるという仮定と矛盾する。したがっ

てそもそも V は 1人の人からなる。すなわち独裁者が存在する。 ,
以上によって独裁者の存在が示された。

(23選択肢が 3つしかない場合には z は存在しない。
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4.4 戦略的操作不可能性と一般化された単調性の同値性

ここで戦略的操作不可能性と一般化された単調性の同値性を示そう(24。

定理 4.2 (戦略的操作不可能性と一般化された単調性の同値性). 一般化された単調性は戦略
的操作不可能性を意味する。したがって補助定理 4.3と合わせると戦略的操作不可能性と一般
化された単調性とは同値である。

証明. ある選好の組み合わせ aにおける社会的選択集合を Cpaq，個人 iの選好のみがRa
i か

らRb
i に変わった選好の組み合わせ bにおける社会的選択集合をCpbqで表す。一般化された

単調性を満たすような社会的選択関数が aにおいて戦略的に操作可能であると仮定してみよ

う。そうすると

（1）ある x P Cpaq，y P CpbqzCpaqについて yP a
i x

（2）ある x P CpaqzCpbq，y P Cpbqについて yP a
i x

のいずれかが成り立つようなケースが存在する。

まず (1)の場合を考えてみる。aと bとを比較すると aにおいて個人 iは yP a
i xという選好

を持っていて個人 i以外の人々の選好は変わらないから，aにおいて yより xを好む人は bに

おいても yより xを好み，aにおいて無差別な人の選好はまったく変わらない。aにおいて x

は社会的選択集合に含まれ yは含まれないから一般化された単調性の仮定が当てはまるので，

bにおいて yは社会的選択集合に含まれない。しかしこれは仮定と矛盾するから (1)のケース
はありえない。

次に (2)の場合を考えてみる。今度は bと aとを比較すると aにおいて個人 iは yP a
i xとい

う選好を持っていて個人 i以外の人々の選好は変わらないから，bにおいて xより yを好む人

は aにおいても xより yを好み，bにおいて無差別な人の選好はまったく変わらないかまた

は xより yを好む（個人 iが xIb
i yのとき）。また bにおいて yが社会的選択集合に含まれ x

は含まれない。したがって一般化された単調性の仮定が当てはまるので aにおいて xは社会

的選択集合に含まれない。しかしこれは仮定と矛盾するから (2)のケースもありえない。 ,
以上によって戦略的操作不可能性と一般化された単調性が同値であることが示された。

5 異なるアプローチによる複数の選択肢を選ぶ可能性のある社会的選

択関数の分析

5.1 戦略的操作不可能性の別の定義

本節では前節とは異なる，より弱い戦略的操作不可能性の定義のもとで複数の選択肢を選

ぶ可能性のある社会的選択関数の問題を考えてみたい(25。前節と同様，個人の数 nは 2以上
の整数，選択肢の数は 3以上の整数であるとし，人々の選好には制約を加えず，また個人の
選好には無差別な関係も含まれるものとする。ある選好の組み合わせ aにおいて社会的選択

関数によって選ばれる選択肢の集合を Cpaqで表し選択肢全体の集合をAで表す。また社会

(24以下の内容は Tanaka (2001)による。
(25本節の内容は主に Duggan and Schwartz (2000)によるが証明法は異なる。
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的選択集合が人々の選好にかかわらず同一であるような場合は除外し，すべての選択肢が社

会的選択関数によって選ばれる可能性があると仮定する（非賦課性）。

前節で説明した Ching and Zhou (近刊) による戦略的操作不可能性の定義においては，
各個人の選好に適したある効用関数について選択肢に対するある確率の割り当てのもとで操

作可能であれば戦略的操作可能性を満たさないものと定義した。これに対してDuggan and
Schwartz (2000)による定義においては，各個人の選好に適したある効用関数について，選択
肢にどのような確率を割り当てても操作可能となるのでなければ戦略的に操作不可能である

と定義されている。詳しくは以下のようである。

戦略的操作不可能性 ある個人 iの選好だけが異なる選好の組み合わせ a，bにおいて，それ

ぞれ Cpaq，Cpbqに属する選択肢が社会的選択関数によって選ばれる。Cpaq，Cpbqに
属する各選択肢に適当な正の確率を割り当て，aにおける個人 iの選好に適したある

効用関数による Cpaqおよび Cpbqに含まれる選択肢から得られる期待効用をそれぞれ
Ea

i pCpaqq，Ea
i pCpbqqで表す。このとき各選択肢にどのような確率を割り当てても

Ea
i pCpbqq ą Ea

i pCpaqq (5.1)

となるならば個人 iは aにおいて bの選好を表明した方がより大きな期待効用を実現で

き社会的選択関数は戦略的に操作可能となる。

あらゆる選好の組み合わせにおいて誰にとっても戦略的に操作可能となることがないと

き，社会的選択関数は戦略的に操作不可能である。

Cpbqに含まれる選択肢と Cpaqに含まれる選択肢とを比較して，ある x P Cpbqとすべて
の y P Cpaqについて xP a

i yであれば，xに十分大きな効用を与える効用関数を考えることに

よってどのような確率分布に対しても (5.1)が成り立つようにできる。これは以下のようにし
て確認できる。

bにおいて xが実現する確率を ε ą 0とし，Cpaqの中で aにおいて個人 iが最も

好む選択肢の 1つをw，Cpbqの中で最も好まない（嫌う）選択肢の 1つを vとす

ると，

Ea
i pCpbqq ŕ εua

i pxq ` p1´ εqua
i pvq

Ea
i pCpaqq ő ua

i pwq

が得られる。ua
i pxq ą ua

i pwq，ua
i pxq ŕ ua

i pvqであるから，εに応じて ua
i pxqに十

分大きな値を与えればEa
i pCpbqq ą Ea

i pCpaqqが成り立つようにできる。

また，ある y P Cpaqとすべての x P Cpbqについて xP a
i yであれば，yに十分小さな効用を与

える効用関数を考えることによってどのような確率分布に対しても (5.1)が成り立つようにで
きる。これは以下のようにして確認できる。

aにおいて yが実現する確率を ε ą 0とし，Cpbqの中で aにおいて個人 iが最も

好まない選択肢の 1つを w，Cpaqの中で最も好む選択肢の 1つを vとすると，

Ea
i pCpbqq ŕ ua

i pwq

Ea
i pCpaqq ő εua

i pyq ` p1´ εqua
i pvq

が得られる。ua
i pyq ă ua

i pwq，ua
i pyq ő ua

i pvqであるから，εに応じて ua
i pyqに十

分小さな値を与えればEa
i pCpbqq ą Ea

i pCpaqqが成り立つようにできる。
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一方，すべての y P Cpaqに対してxP a
i yとなるようなx P Cpbq，あるいはすべてのx P Cpbq

に対して xP a
i yとなるような y P Cpaqのいずれもが存在しなければ，ある確率分布について

(5.1)が成り立たなくなる。これは以下のようにして確認できる。

Cpbqの中で aにおいて個人 iが最も好む選択肢の 1つを x，Cpaqの中で最も好
まない選択肢の 1つを yとすると，wRa

i xとなるような w P Cpaqおよび yRa
i z

となるような z P Cpbqが少なくとも 1つづつ存在する。bにおいて zが実現する

確率を εb，aにおいて wが実現する確率を εaとすると

Ea
i pCpbqq ő εbu

a
i pzq ` p1´ εbqua

i pxq

Ea
i pCpaqq ŕ εau

a
i pwq ` p1´ εaqua

i pyq

が得られる。ここで ua
i pwq ŕ ua

i pxq，ua
i pyq ŕ ua

i pzqであるから，εa “ 1´ εbと

仮定すればEa
i pCpaqq ŕ Ea

i pCpbqqとなり (5.1)は満たされない。

以上の議論によって次の補助定理を得る。

補助定理 5.1. ある x P Cpbqとすべての y P Cpaqについて xP a
i y，あるいは，ある y P Cpaq

とすべての x P Cpbqについて xP a
i yであれば社会的選択関数は個人 iにとって aにおいて戦

略的に操作可能である。

逆にすべての y P Cpaqに対して xP a
i yとなるような x P Cpbq，あるいはすべての x P Cpbq

に対して xP a
i yとなるような y P Cpaqのいずれもが存在しなければ戦略的に操作可能ではな

い。誰にとってもいかなる選好の組み合わせにおいても操作可能でない場合，社会的選択関

数は戦略的に操作不可能 (strategy-proof)である。この戦略的操作不可能性の定義の方が前
節のChing and Zhou (近刊)による定義よりも戦略的に操作可能となりにくく，したがって
操作不可能となりやすいから，より弱い定義である。

5.2 修正された単調性と半決定的なグループ

戦略的操作不可能性から次の結果を得る。

補助定理 5.2 (修正された単調性 (modified monotonicity)). ある選好の組み合わせ aに

おける社会的選択集合を Cpaq，Cpaqに含まれる 1つの選択肢を x，含まれない 1つの選択
肢を yとして，人々の選好が

（1）あるグループ V に属する人々：ある x P Cpaqについて xRa
i y

（2）それら以外（V 1に属する人々）：すべての x P Cpaqについて yP a
i x

であるとする。また別の選好の組み合わせ bにおいて V に属する人々が次の 3つの小グルー
プからなるものとする（一部が空集合でもよい）。

（1）V1：Cpaqを含み yを含まない共通の選択肢の集合X1pCpaq Ă X1, y R X1qおよびす
べての zpR X1qについて，X1Piz（すべての x1 P X1について x1Piz）

（2）V2：X1を含み yを含まない共通の選択肢の集合X2pX1 Ă X2, y R X2qおよびすべて
の zpR X2qについて，X2Piz（すべての x1 P X2について x1Piz）
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（3）V3：aとまったく同じ選好（選好は変化しない）

bにおける V 1の人々の選好は特定しない。そのとき社会的選択関数が戦略的に操作不可能で

あれば bにおいて yは選ばれない。

証明. V に属する人々が個人 1からm（0 ď m ď n）まで，V 1 に属する人々は個人m ` 1
から nまでであるとする。a，bとは異なる選好の組み合わせ cにおいて，yおよび Cpaqに
含まれる選択肢以外の任意の選択肢を zとして，V に属する人々が CpaqP c

i yP c
i z（すべての

x1 P Cpaqについて x1P c
i yP c

i z）という選好を，V 1 に属する人々が yP c
i CpaqP c

i z（すべての

x1 P Cpaqについて yP c
i x1P c

i z）という選好を持っているものとする。

個人 1の選好がRa
1 からRc

1に変わったときの選好の組み合わせを a1とし，そのとき社会

的選択集合にCpaq以外の選択肢が含まれるものとする。個人 1は cにおいて y，zよりCpaq
の選択肢を好んでいるので，選好の変化によって Cpaq以外の選択肢が選ばれるようになる
とすると本当の選好がRc

1であるときにRa
1 と偽ってより大きな期待効用を実現することがで

きる。したがって a1においてもいくつかの（すべてとは限らない）Cpaqの選択肢のみが選
ばれなければならない。同じように考えると個人mまでの選好が Ra

i から Rc
i に変わっても

（そのときの選好の組み合わせを amとする）いくつかの Cpaqの選択肢のみが選ばれる。次
に amにおいて個人m` 1の選好がRa

m`1からRc
m`1に変わったときの選好の組み合わせを

am`1とし，そのとき社会的選択関数によって yが選ばれるようになったとすると，aにおい

て yP a
m`1Cpaqであるから個人m` 1は本当の選好がRa

m`1であるときにRc
m`1と偽ってよ

り大きな期待効用を実現することができる。一方 am`1 において Cpaqの選択肢と y 以外の

ある選択肢 zが社会的選択関数によって選ばれるようになったとすると，cにおいてすべての

zpR Cpaq, z ‰ yqに対してCpaqP c
m`1zであるから，個人m` 1は本当の選好がRc

m`1であ

るときにRa
m`1と偽ってより大きな期待効用を実現することができる。したがって am`1に

おいてもいくつかのCpaqの選択肢のみが選ばれなければならない。同じように考えると全員
の選好がRa

i からRc
i に変わった cにおいてもいくつかの Cpaqの選択肢のみが選ばれる。

次に cから bに向けて V1に含まれる人々から始まって 1人づつその選好が Rc
i から Rb

i に

変化するものとする。V1に含まれる最初の個人の選好が変化したときに Cpaqの選択肢のみ
が選ばれる状態からX1に含まれる選択肢以外の z（yも含む）が選ばれるようになったとす

ると，bにおいてX1P
b
i zであり選好が変化するまでは Cpaqの選択肢のみが選ばれていたか

ら，その個人は本当の選好がRb
i であるときにRc

i と偽ってより大きな期待効用を実現するこ

とができる可能性がある。したがってX1以外の選択肢は選ばれない。V1に含まれる 2番目
の個人の選好が変化したときにもそれまではX1の選択肢のみが選ばれていたのでやはりX1

以外の選択肢は選ばれない。同様に考えると V1に含まれるすべての人々の選好が変化した後

においてもX1以外の選択肢は選ばれない。次に V2に含まれる最初の個人の選好が変化した

ときにX1 の選択肢のみが選ばれる状態からX2pX1 Ă X2qに含まれる選択肢以外の選択肢
z（yも含む）が選ばれるようになったとすると，bにおいてX2P

b
i zであり選好が変化するま

ではX1の選択肢のみが選ばれていたから，その個人は本当の選好がRb
i であるときにRc

i と

偽ってより大きな期待効用を実現することができる。したがってX2 の選択肢以外は選ばれ

ない。同様のことはすべての V2に含まれる個人に当てはまる。続いて（V 1に含まれる）個

人m` 1の選好が変化したときに yが選ばれるようになったとすると，cにおいてはすべて

の zp‰ yqに対して yP c
m`1zであり，その人の選好が変化するまではX2の選択肢のみが選ば

れていたから，個人m` 1は本当の選好がRc
m`1であるときにRb

m`1と偽ってより大きな期
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待効用を実現することができる。同様に考えると個人m` 2の選好が変化したときにも yが

選ばれることはなく，全員の選好が変化した bにおいても yは社会的選択関数によって選ば

れない。 ,
ここで本節の意味での『半決定的』および『独裁者』の用語を定義する。

半決定的 (semi-decisive) ある選択肢の組 px, yqをとり，あるグループ V に属する人々が

次の 2つの小グループからなっているとする（一方が空集合でもよい）。

（1）V1：xを含み yを含まない共通の選択肢の集合X1px P X1, y R X1qおよびすべ
ての zpR X1qについて，X1Piz（すべての x1 P X1について x1Piz）

（2）V2：X1を含み yを含まない共通の選択肢の集合X2pX1 Ă X2, y R X2qおよびす
べての zpR X2qについて，X2Piz（すべての x1 P X2について x1Piz）

そのとき社会的選択関数によって yが選ばれることがないならば，グループ V は yに

対して xについて半決定的である。

もしグループ V に属するすべての人々があらゆる選択肢の組について半決定的であり，彼

らが共通に最も好む選択肢の集合がX であるとすると，X に含まれる選択肢以外の選択肢

が社会的選択関数によって選ばれることはないので，必ずX に含まれる選択肢が選ばれる。

選択肢のあらゆる組み合わせについて半決定的であるようなグループを半決定的なグループ

(semi-decisive set)と呼ぶことにする。特にグループ V が 1人の個人からなる場合には
その個人が最も好む選択肢のいずれかが選ばれる。そのときその個人は独裁者である。すな

わち

独裁者 独裁者とはあらゆる選択肢の組について半決定的であるような個人を指す。

と表現される。

さらに以下の議論において次の仮定を置く。

強い非賦課性 (strong non imposition) すべての選択肢について，それのみが社会的選択
関数によって選ばれるような選好の組み合わせがある。

これは『すべての選択肢について，それが社会的選択関数によって選ばれるような選好の組

み合わせがある。』という通常の非賦課性 (non imposition)の仮定より強い。
この仮定のもとで次の補助定理を示す。

補助定理 5.3. 社会的選択関数は戦略的に操作不可能であり，強い非賦課性を満たすとする。

（1）人々を V とその他の 2つのグループに分け，次のような選好の組み合わせ aを考える。

(i) V の人々：xPiyPiwPiz

(ii) 他の人々：yPiwPixPiz

このとき社会的選択関数は x，y以外の選択肢を選ばない。

（1）同様に，人々を V とその他の 2つのグループに分け，次のような選好の組み合わせ a

を考える。
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(i) V の人々：wPixPiyPiz

(ii) 他の人々：yPiwPixPiz

このとき社会的選択関数は y，w以外の選択肢を選ばない。

証明. （1）強い非賦課性により yのみが社会的選択関数によって選ばれるような選好の組み

合わせがあり，それを bとする。V 以外の人々から始まって選好が 1人づつ bから aに

変化するものとすると，aにおいて V 以外の人々はすべて yを最も好んでいるので彼

らの選好の変化によっては社会的選択関数が yのみを選ぶという状況は変わらない。そ

れに続く V の人々の選好の変化によって xが選ばれるようになることはありうるが x，

y以外の選択肢は選ばれない。

（2）強い非賦課性により wのみが社会的選択関数によって選ばれるような選好の組み合わ

せがあり，それを bとする。V の人々から始まって選好が 1人づつ bから aに変化する

ものとすると，aにおいて V の人々はすべて wを最も好んでいるので彼らの選好の変

化によっては社会的選択関数が wのみを選ぶという状況は変わらない。それに続く V

以外の人々の選好の変化によって yが選ばれるようになることはありうるが y，w以外

の選択肢は選ばれない。

,
この補助定理を用いて次の結果を示す。

補助定理 5.4 (半決定的なグループに関する補助定理 (semi-decisive set lemma)). ある
グループ V が，ある選択肢の組 px，yqについて，yに対して xについて半決定的であればそ

のグループは選択肢のあらゆる組み合わせについて半決定的である。

証明. x，y以外の任意の選択肢wをとり，それら以外の選択肢を zで表して次のような選好

の組み合わせを考える。

（1）V の人々：xPiyPiwPiz

（2）他の人々：yPiwPixPiz

V が yに対して xについて半決定的であるから社会的選択関数によって yが選ばれることは

ない。また補助定理 5.3によって wも zも選ばれない。したがって社会的選択関数は xのみ

を選ぶ。xと wとを比較すると V の人々は wより xを好むが他の人々は xより wを好んで

いる。したがって上で示した修正された単調性によって V は wに対して xについて半決定

的である。

同様に x，y以外のある選択肢をw，それら以外のすべての選択肢を zで表して次のような

選好の組み合わせを考える。

（1）V の人々：wPixPiyPiz

（2）他の人々：yPiwPixPiz
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V が yに対して xについて半決定的であるから社会的選択関数によって yが選ばれることは

ない。また補助定理 5.3によって xも zも選ばれない。したがって社会的選択関数は wのみ

を選ぶ。yと wとを比較すると V の人々は yより wを好むが他の人々は wより yを好んで

いる。修正された単調性によって V は yに対して wについて半決定的である。

以上の論理を繰り返し適用すると V があらゆる選択肢の組について半決定的であることが

示される。 ,
半決定的なグループについて次の結果を得る。

補助定理 5.5. 任意の 2つの半決定的なグループに共通に含まれる人々からなるグループは
半決定的なグループである。

証明. 2つの半決定的なグループを V1，V2，両グループに共通に含まれる人々からなるグルー

プを V3として x，y，wの 3選択肢をとり，それら以外の任意の選択肢を zで表して次のよ

うな選好の組み合わせを考える。

（1）V3以外の V1の人々：xPiyPiwPiz

（2）V3の人々：wPixPiyPiz

（3）V3以外の V2の人々：yPiwPixPiz

（4）他：yPixPiwPiz

V1，V2は半決定的なグループであるから x，y，zは社会的選択関数によって選ばれない。し

たがってwのみが選ばれる。このとき yよりwを好むのは V3の人々だけで他の人々はwよ

り yを好んでいるから補助定理 5.2，5.4によって V3は半決定的なグループである。 ,

5.3 拒否権者の存在

本節の意味での拒否権者を次のように定義する。

拒否権者 個人 iがある選択肢 xを最も好むとき，常に xが社会的選択関数によって選ばれる

ならば個人 iを拒否権者と呼ぶ。個人 iがある複数の選択肢を最も好む場合にはその内

のいずれかが常に社会的選択関数によって選ばれるときに拒否権者と呼ぶ。

強い非賦課性と戦略的操作不可能性により次の結果を得る。

補助定理 5.6. 社会的選択関数は強い非賦課性と戦略的操作不可能性を満たし，ある選好の
組み合わせ aにおいてすべての人々が選択肢 xを最も好んでいるものとする。このとき社会

的選択関数によって選ばれるのは xのみ，すなわち Cpaq “ txuである。

証明. 強い非賦課性によって xのみが社会的選択関数によって選ばれるような選好の組み合

わせがありそれを bとする。人々の選好が 1人づつ bから aに変化して行くとき x以外の選

択肢が選ばれるようになることはない。 ,
この結果と補助定理 5.2および 5.4によりすべての人々からなるグループは半決定的なグルー

プであるから少なくとも 1つの半決定的なグループが存在することになり，したがって最小
の半決定的なグループが存在する。共通の人々を含まない複数の半決定的なグループが存在

することはありえない。
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ある半決定的なグループの全員が xを最も好むとき x以外の選択肢は選ばれない

が，別の半決定的なグループの全員が yを最も好むならば y以外の選択肢が選ば

れないことになり矛盾が生じる。

また補助定理 5.5によって最小の半決定的なグループが複数存在することもない。

複数の最小の半決定的なグループに共通に含まれる人々からなるグループが半決

定的となるからもとのグループが最小ではありえない。

以上の議論をもとに次の定理を示す。

定理 5.1. 最小の半決定的なグループを構成する個人はそれぞれ拒否権者である。

証明. 最小の半決定的なグループが 1人からなるならばその個人は独裁者であるから拒否権
者でもある。最小の半決定的なグループが 2人以上からなると仮定しそれを V で表して次の

ような選好の組み合わせを考える。zは x，w，Y 以外の任意の選択肢を表す。

（1）V に含まれる 1人の個人（個人 jとする）：ある選択肢の集合を Y として Y PjxPjwPjz

（すべての y1 P Y について y1PjxPjwPjz）

（2）個人 j以外の V の人々：xPjwPjzPjY（すべての y1 P Y について xPjwPjzPjy
1）

（3）他：wPjxPjzPjY（すべての y1 P Y について wPjxPjzPjy
1）

V は半決定的なグループであるから社会的選択関数はw，zを選ばず xまたは Y に含まれる

選択肢，あるいはその双方を選ぶ。もし Y に含まれるただ 1つの選択肢 ȳのみが選ばれると

すると個人 j のみが xより ȳ を好み，他の人々は ȳ より xを好んでいるので補助定理 5.2，
5.4によって個人 jは独裁者となる。一方 xのみが選ばれるとすると個人 j以外の人々が Y に

含まれる選択肢より xを好み，個人 jは xより Y に含まれる選択肢を好むのでやはり補助定

理 5.2，5.4によって個人 j 以外の人々からなるグループが半決定的なグループとなるが，そ

のとき補助定理 5.5によって個人 j以外の人々からなるグループと V に共通に含まれる人々，

すなわち個人 jを除く V の人々からなるグループも半決定的なグループとなり，V が最小の

半決定的なグループであるという仮定と矛盾する。以上のことから Y に含まれる複数の選択

肢，あるいは xと少なくとも 1つの Y の選択肢が社会的選択関数によって選ばれなければな

らない。

個人 j の選好が，Y の選択肢を x，w，zより好むということを維持しながら変化すると，

戦略的操作不可能性によって Y の選択肢のいずれもが選ばれなくなるということはない。個

人 jの各々の選好に対応してそれ以外の人々の選好が変化したときに Y の選択肢がまったく

選ばれなくなるとすると，彼らはもとの選好において Y のすべての選択肢より x，w，zを好

んでいたので，選好を偽ることによってより大きな期待効用を実現できる可能性があり操作

可能となる。したがって個人 jが Y の選択肢を x，w，zより好む限り社会的選択関数は少な

くとも 1つの Y の選択肢を選ぶ。以上の議論は個人 jが Y の選択肢以外の選択肢を最も好む

ときにも，また V に含まれる個人 j以外の人々にも当てはまるので V に含まれる人々すべて

が拒否権者である。 ,

33



5.4 独裁者の存在

上で証明した補助定理 5.4，5.5だけでは前節と同様の独裁者の存在を導くことはできない。
Duggan and Schwartz (2000)はこれに加えて次の仮定を置いた。

準一意性 (residual resoluteness) 1人（個人 iとする）を除くすべての人々が同一の選好

を持ち，ある選択肢 xを最も好み yを次に好んでいる。また個人 iはそれと同じ選好を

持つか，または yを最も好み xを次に好んでいて，他の選択肢についての選好は他の

人々と同一であるとする。そのとき社会的選択関数はただ 1つの選択肢を選ぶ(26。

これは人々の選好に著しい共通性がある場合には 1つの選択肢のみが選ばれるとの仮定であ
る。人数が少ない（例えば 2人の）場合には受け入れにくいかもしれないが人数が多ければ
納得の行く仮定であろう。

ここで強い非賦課性の仮定なしに通常の非賦課性および戦略的操作不可能性，準一意性に

よって補助定理 5.6と同じ結果を得ることができることを示す。

補助定理 5.7. 社会的選択関数は戦略的操作不可能性と準一意性を満たすとする。ある選好
の組み合わせ aにおいて，すべての人々がある選択肢 xを最も好んでいるとき，社会的選択

関数によって選ばれるのは xのみ，すなわち Cpaq “ txuである。

証明. ある選好の組み合わせ bにおいてすべての人々の選好が同一であり，かつ選択肢 xを

最も好んでいるものとする。準一意性によって bにおいて社会的選択関数によって選ばれる

選択肢はただ 1つでなければならない。非賦課性により xが社会的選択関数によって選ばれ

るような選好の組み合わせがあり，それを cとする。個人 1の選好のみがRc
1からRb

1に変化

したときの選好の組み合わせを c1とし，c1において xが社会的選択関数によって選ばれなく

なったとしよう。個人 1はRb
1において xを最も好み，それが cにおいて選ばれているので本

当の選好がRb
1であるときにRc

1と偽ってより大きな期待効用を実現でき操作可能となってし

まう。したがって c1においても xが選ばれなければならない。同様の論理ですべての人々の

選好がRb
i に変化したときにも xが選ばれなければならないが，準一意性により bにおいては

ただ 1つの選択肢が選ばれるので xのみが選ばれることになる。

次に個人 1の選好が Rb
1 から Ra

1 に変化したときに x以外の選択肢が選ばれるものとする

と，個人 1は Ra
1 においても xを最も好むのでどのような確率分布においても自分の選好を

Rb
1と偽った方がより大きな期待効用を実現できることになり操作可能となる。したがって x

のみが社会的選択関数によって選ばれる。同様の論理によってすべての人々の選好がRb
i から

Ra
i に変化した aにおいても xのみが選ばれる。 ,
この結果は，どの選択肢についても全員がそれを最も好んでいるときにはそれのみが社会

的選択関数によって選ばれることを意味するから，戦略的操作不可能性の仮定のもとで『準

一意性』は『強い非賦課性』を意味することがわかる。

ここで，ある選択肢の組 px, yqについてすべての zp‰ x, yqに対して個人 1のみがxP1yP1z，

他の n ´ 1人の人々が yPixPiz という選好を持ち，x，y 以外の選択肢に関する選好は全員

同じであるような場合を考えてみる。戦略的操作不可能性により社会的選択関数は x，y以外

の選択肢を選ばない。さらに準一意性によってそのときに選ばれる選択肢は xのみであるか，

あるいは yのみである。前者の場合補助定理 5.2，5.4によって個人 1が独裁者となる。独裁
(26適当な訳語がないので『準一意性』と呼ぶことにする。
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者がいないとすると yのみが選ばれなければならないが，その場合個人 1を除く n´ 1人の
人々からなるグループがやはり補助定理 5.2，5.4によって半決定的なグループとなる。同様
にしてある 1人の個人を除く n´ 1人のグループすべてが半決定的なグループであることが
示される。この事実と補助定理 5.5によって次の結論を得る。

定理 5.2. 戦略的に操作不可能で準一意性を満たす社会的選択関数には独裁者が存在する。

証明. 補助定理 5.5により個人 1を除く n´ 1人のグループと個人 2を除く n´ 1人のグルー
プに共通に含まれる人々からなるグループは半決定的なグループであるが，それは個人 1と 2
を除く n´ 2人からなるグループである。そのグループと個人 3を除く n´ 1人のグループ
に共通に含まれる人々からなるグループも半決定的なグループになるが，それは個人 1，2，3
を除く n´ 3人からなるグループである。同様の議論を繰り返すと最後は個人 nだけからな

るグループが半決定的なグループとなり独裁者が存在することになる(27。 ,
以上によって独裁者の存在が示された。

5.5 戦略的操作不可能性と修正された単調性の同値性

ここで戦略的操作不可能性と修正された単調性の同値性を示そう。

定理 5.3 (戦略的操作不可能性と修正された単調性の同値性). 修正化された単調性は戦略的
操作不可能性を意味する。したがって補助定理 5.2と合わせると戦略的操作不可能性と一般化
された単調性とは同値である。

証明. ある選好の組み合わせ aにおける社会的選択集合を Cpaq，個人 iの選好のみがRa
i か

らRb
i に変わった選好の組み合わせ bにおける社会的選択集合をCpbqで表す。修正された単

調性を満たすような社会的選択関数が aにおいて戦略的に操作可能であると仮定してみよう。

そうすると

（1）ある x P Cpaqとすべての y P Cpbqについて yP a
i x（CpbqP a

i x）

（2）ある y P Cpbqとすべての x P Cpaqについて yP a
i x（yP a

i Cpaq）

のいずれかが成り立つようなケースが存在する。

まず (1)の場合を考えてみる。仮定により x R Cpbqである。bと aとを比較すると bにお

いてある yについて yRb
ixである人々の選好は aにおいて yP a

i xであるか（個人 iが yRb
ixの

場合）または変化しない。個人 iはすべての y P Cpbqについて yP a
i xであるから Cpbqを含

むある選択肢の集合 Y について Y P a
i xである。したがって修正された単調性によって xは a

における社会的選択集合に含まれてはならないが，これは仮定と矛盾する。

次に (2)の場合を考えてみる。仮定により y R Cpaqである。今度は aと bとを比較すると，

個人 iは yP a
i xであるから aにおいてある xについて xRa

i yである人々の選好は変化しない。

したがってやはり修正された単調性によって yは bにおける社会的選択集合に含まれてはな

らない。しかしこれも仮定と矛盾するから (2)のケースもありえない。 ,
以上によって戦略的操作不可能性と修正された単調性が同値であることが示された。

(27共通部分をとる順番を変えると他の個人を独裁者とすることができる。
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5.6 選ばれる選択肢に等しい確率を割り当てる場合

Feldman (1980)は複数の選択肢を選ぶような社会的選択関数について，人々が選ばれる選
択肢にそれぞれ等しい確率（例えば 4つの選択肢が選ばれる場合にはそれぞれに 1

4 の確率を

与える）を割り当てるような場合について分析し戦略的に操作不可能な社会的選択関数には

独裁者または『2人による独裁 (bi-dictatorship(28)』が存在することを示した。その証明は
次節で取り扱う確率的な社会的選択関数を用いても可能であるが，ここでは本節での議論の

応用として示す。

本節でのDuggan and Schwartz (2000)による戦略的操作不可能性の定義においては，社
会的選択関数によって選ばれる複数の選択肢にどのような確率を割り当てても操作可能とな

るのでなければ操作不可能性に反しないとされるが，Feldman (1980)の定義では等しい確率
という特定の確率の割り当てについて操作可能であれば操作不可能性を満たさないと見なさ

れる。したがってDuggan and Schwartz (2000)の意味で操作可能であればFeldman (1980)
の意味でも操作可能となる。逆に後者の意味で操作不可能ならば前者の意味でも操作不可能

である。一方Ching and Zhou (近刊)による前節での操作不可能性の定義においては，等し
い確率とは限らないある確率の割り当てのもとで操作可能であれば操作不可能性を満たさない

ものと定義されていたから，Ching and Zhou (近刊)の意味で操作不可能であれば Feldman
(1980)の意味でも操作不可能となり，Feldman (1980)の定義は中間的なものであることが
わかる。

等しい確率を割り当てる場合に操作不可能ならばDuggan and Schwartz (2000)の意味で
も操作不可能であるから先に証明した補助定理 5.2，5.4，5.5，5.6および定理 5.1がこの場合
にも成り立つので最小の半決定的なグループが存在し，かつそのグループに属する個人それ

ぞれが拒否権者である。さらに最小の半決定的なグループが 2人以下（1人または 2人）の個
人によって構成され，かつその 2人が最も好む選択肢以外は選ばれないことが示されれば，独
裁者または『2人による独裁』が存在することが証明される。ただし次の仮定を必要とする。

仮定 5.1. 社会的選択関数は各個人が最も好む選択肢の集合から多くとも一つの選択肢しか
選ばない。

この仮定のもとで次の定理が得られる。

定理 5.4. 人々が戦略的に操作不可能な社会的選択関数によって選ばれる選択肢に等しい確
率を割り当てる場合には，独裁者または『2人による独裁』が存在する。

証明. （1）まず最小の半決定的なグループが 2人以下の個人によって構成されることを示す。
1人の人（個人 1とする）を除くすべての人々が，すべての zp‰ x, yqについて xPiyPiz，

個人 1のみが yP1xP1zという選好を持つときに yのみが選ばれるような社会的選択関

数を考えると個人 1は独裁者となる。したがって独裁者が存在することはありうる。以
下では独裁者がいないものして議論を進める。最小の決定的なグループが 3人以上から
なると仮定してそのグループを V で表し，x，y，wの 3選択肢をとり，他の任意の選
択肢を zで表して次のような選好の組み合わせ aを考える。

(i) V に属する個人（個人 1とする）：xP1yP1wP1z

(ii) V に属する別の個人（個人 2とする）：xP2yP2wP2z

(28『複裁』とでも呼ぶべきかもしれない。
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(iii) V に属する他の人々：wPixPiyPiz

(iv) 他：wPixPiyPiz

V は決定的なグループであるから y，zは社会的選択関数によって選ばれない。一方 V

の人々はそれぞれが拒否権者であるから社会的選択関数は xと wの 2つを選ばなけれ
ばならない。ここで個人 2が上記の真の選好ではなく yP2xP2wP2zという選好を表明

したとする。そのとき個人 2は拒否権者であるから社会的選択関数は x，y，wの 3つ
の選択肢を選ぶ。aにおける個人 2の効用関数として

u2pxq ` u2pyq ` u2pwq
3

ą
u2pxq ` u2pwq

2

すなわち

u2pyq ą
u2pxq ` u2pwq

2
満たすようなものを考えると各選択肢に等しい確率を割り当てる場合社会的選択関数は

個人 2にとって操作可能となる。以上によって戦略的に操作不可能な社会的選択関数に
ついて最小の決定的なグループが 3人以上の個人を含まないことが示された。

V が 2人の個人からなる場合には上記の (i)または (iii)にあたる個人が存在せず，(i)
に当たる個人がいないときには個人 2が yP2xP2wP2zという選好を表明すると xが選

ばれなくなって期待効用は下がってしまい，(iii)にあたる個人がいないときにはもとも
と xのみが選ばれていたのでやはり期待効用を大きくすることはできない。

（2）次に最小の半決定的なグループが 2人からなる場合にその 2人が最も好む選択肢以外
の選択肢が選ばれないことを示す。そのグループが個人 1と個人 2からなるものとし，
その 2人が異なる選択肢を最も好むケースとして次のような選好の組み合わせ aを考

える。

(i) 個人 1：xP1yP1wP1z

(ii) 個人 2：wP2xP2yP2z

(iii) 他：yPixPiwPiz

個人 1，2は拒否権者であるから xとwは社会的選択関数によって選ばれるが，一方こ

の 2人からなるグループは半決定的なグループであるから yも z も選ばれない。した

がって x，wのみが選ばれる。このことは個人 1，2以外の人々の選好が変化しても変
わらない。個人 1，2以外の人々のある選好の組み合わせのもとにおいて，個人 1の選
好が xを最も好むということを維持しながら変化しても半決定性により x，w以外の選

択肢は選ばれない。一方，個人 2の選好が wを最も好むということを維持しながら変

化した場合には 2人が拒否権者であることによって xと wは選ばれ続けるが，その他

にいくつかの選択肢が選ばれると仮定してみよう。x，w以外にm個の選択肢が選ばれ

るものとし，その内で個人 2が選好が変化した後に最も好むものを zで表す。選好が変

化した後の個人 2の効用関数を u2とすると，wを最も好むから u2pzq ă u2pwqが成り
立つ。そのとき

u2pxq `mu2pzq ` u2pwq
m` 2

ă
u2pxq ` u2pwq

2
(5.2)
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すなわち

u2pzq ă
u2pxq ` u2pwq

2
(5.3)

となるように u2を選べば個人 2が選好が変化した後に aの選好を表明することによっ

てより大きな期待効用を実現できることになり操作可能となる。しがたって個人 2の選
好の変化によっても x，w以外の選択肢は選ばれない。

同様の議論は個人 1，2が共通の選択肢を最も好む場合にも，また xおよびwが複数の

選択肢からなる場合にも当てはまる。xが x1，x2など複数の選択肢からなる場合を考

えてみよう。個人 2の選好が変化する前に x1 が，変化後に x2 が選ばれる可能性があ

る（仮定 5.1によって x1，x2の両方が選ばれることはない）。そのとき (5.2)は

u2px2q `mu2pzq ` u2pwq
m` 2

ă
u2px1q ` u2pwq

2

となり，(5.3)は

u2pzq ă
pm` 2qu2px1q ´ 2u2px2q `mu2pwq

2m
(5.4)

となるが，u2pzq ă u2pwqであるから (5.4)が成り立つように u2を選ぶことができる。

wもw1，w2などの複数の選択肢からなり，個人 2の選好の変化前にw1が，変化後に

w2が選ばれる場合 (5.4)は

u2pzq ă
pm` 2qu2px1q ´ 2u2px2q ` pm` 2qu2pw1q ´ 2u2pw2q

2m
(5.5)

となるが u2pzq ă u2pw1q “ u2pw2qであるから (5.5)が成り立つように u2を選ぶこと

ができる。

個人 1，2がある共通の選択肢 xを最も好む場合には半決定性によって個人 1，2のい
ずれかが最も好む選択肢以外の選択肢（2人ともにそれらの選択肢よりも xを好む）は

選ばれない。

,

6 確率的な社会的選択関数についてのギバードの定理

6.1 決定方法 (decision scheme)とその戦略的操作不可能性

ギバード・サタースウェイトの定理において想定した社会的選択関数は，複数の選択肢の

中から何らかの方法によって 1つの選択肢を選ぶものであった。ここでは確率的な方法で選
択肢を選ぶ，正確に言えば複数の選択肢それぞれに確率を割り当てるというような選び方に

基づく社会的選択関数について考えてみたい(29。以下の議論では人々の選好を無差別な選択

肢がない場合（線形の選好）に限定する。したがって各自の選好においてすべての選択肢に

序列をつけることができる。確率的な結果についての人々の評価を，複数の選択肢を選ぶ社

会的選択関数について分析したときと同様にフォン・ノイマン-モルゲンシュテルン型の効用

(29以下の内容は Gibbard (1977)による。
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関数で表す。また，これまでどおり人々の数は 2以上，選択肢の数は 3以上の有限な整数で
ある。

まず確率的な社会的選択関数を定義する。

確率的社会的選択関数あるいは決定方法 (decision scheme) 人々の選好に応じて各選択肢
に確率を割り当てる仕組みであり，選好の組み合わせ aにおいて選択肢 xに割り当て

られる確率を ppx, aqで表す。各選択肢に割り当てられる確率の組み合わせ（ベクトル）
を dpaqで表し，これを確率的社会的選択関数あるいは決定方法と呼ぶ(30。すべての選

択肢に割り当てられる確率の和は 1である。すなわち

mÿ
j“1

ppxj , aq “ 1

この式ではm個の選択肢の代表を xj で表している。

選好の組み合わせ aにおいてある確率が各選択肢に割り当てられたときの個人 iの効用の

期待値（期待効用）を個人 iの選好に適した効用関数 ua
i pxjqを用いて

Ea
i pdpaqq “

mÿ
j“1

ua
i pxjqppxj , aq

と表す。

次に決定方法についての戦略的操作不可能性を定義する。

戦略的操作不可能性 選好の組み合わせ aにおいて，ある 1人の個人 iの選好が P a
i から P b

i

に変わったときに(31，決定方法が（正確には決定方法の値が）dpaqから dpbqに変わっ
たとする。そのとき P a

i に適したある効用関数によって

Ea
i pdpbqq ą Ea

i pdpaqq

であるならば決定方法は戦略的に操作可能である。Ea
i は選好が P a

i のときの個人 iの

期待効用である。この式は個人 iが，本当の選好がP a
i であるときにそれとは異なるP b

i

に基づいて意志表明することによって P a
i に適した効用関数で見てよりよい結果を実現

できることを意味する。

どの個人にとっても，またいかなる選好の組み合わせにおいても，さらに各自の選好に

適したどのような効用関数を用いても決定方法が戦略的に操作可能でないならば，その

決定方法は戦略的に操作不可能 (strategy-proof)であると言う。

さらに決定方法に関するいくつかの用語と記号を定義する。

隣り合った選択肢 (xPi!y) ある 2つの選択肢 x，yが，ある個人 iの選好において xPiyを満

たし，かつその個人の選好の順序において隣り合っている（xPizPiyとなるような zが

ない）場合に xPi!yと表す。

(30今後これを主に『決定方法』と呼ぶ。
(31個人の選好において無差別な関係を排除しているので個人 iの選好を P a

i で表す。
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二項反応的 (pairwise responsive) 2つの選択肢 x，yがある個人 iの選好において xPi!y
という関係にあるものとする。そのときに決定方法によって x，y以外の選択肢 zに割

り当てられる確率を ppz, aq，個人 iの選好が yPi!xに変化したときに z に割り当てら

れる確率を ppz, bqとすると ppz, bq “ ppz, aqであるならば，決定方法は二項反応的で
ある（あるいは二項反応性 (pairwise responsiveness)を満たす）と言う。

隣り合った xと yの選好順序が入れ替わっても x，y以外の選択肢 zに割り当てられる

確率は影響を受けないということである。したがって xと yに割り当てられる確率の

和も変わらない。

決定方法が素直 (non perverse)であること 2つの選択肢 x，yが，ある個人 iの選好にお

いて xPi!y という関係にあるものとする。そのときに決定方法によって y に割り当て

られる確率を ppy, aq，個人 iの選好が yPi!xに変化したときに yに割り当てられる確

率を ppy, bqとすると ppy, bq ŕ ppy, aqであるならば，決定方法は素直 (non perverse)
であると言う。

ある個人の選好において 2つの隣り合う選択肢の順序が逆転したときに，上に上がった
方の選択肢に割り当てられる確率が小さくはならないということである。

決定方法が素直でかつ二項反応的であれば個人 iの選好が xPi!yから yPi!xに変化した
ときに xに割り当てられる確率は大きくはならない（ppx, bq ő ppx, aq）。

局所的 (localized) いくつかの選択肢の集合をXとしそれ以外の選択肢の集合を Y とする。

X に属する各選択肢 xと Y に属する各選択肢 yについてある個人 iについて xPiyが

成り立つ（X に属する選択肢が個人 iの選好の上位を占めている）ときに，決定方法

によってXの選択肢に割り当てられる確率の合計を ppX, aqで表す。Xの選択肢の間，

あるいは Y の選択肢の間で個人 iの選好が変化しても ppX, aqの値が変わらないとき，
決定方法は局所的であると言う。

これはある個人の選好においてX 内あるいは Y 内で選択肢の順序が変わり一部の選択

肢に割り当てられる確率が増え，他の一部の選択肢に割り当てられる確率が減っても

X，Y それぞれに含まれる選択肢に割り当てられる確率の和が変わらないという性質で

ある。

またここでは次のような意味でのパレート原理を仮定する。

事後的 (ex post)なパレート原理 ある選好の組み合わせにおいてすべての人々が xPiyであ

るならば，決定方法によって yに割り当てられる確率は 0である。

ある 1人の人が最も好む選択肢に確率 1が割り当てられる場合には決定方法は独裁的 (dic-
tatorial)であると言う。さらに『確率的に独裁的』を次のように定義する。

確率的に独裁的 (randomly dictatorial) 決定方法によって各選択肢に割り当てられる確
率がいくつかの独裁的な決定方法を確率的に組み合わせた形になっているとき，その決

定方法は確率的に独裁的 (randomly dictatorial)であると言う。

詳しく言えば決定方法が確率的に独裁的であるとは次のような意味である。

40



（1）各個人が最も好む選択肢にのみ正の確率が割り当てられ，その値は誰がその選択肢を好
むかによってのみ決まり，その選択肢が何であるかには依存しない。また各選択肢を最

も好む人々の構成が変わらない限り，その他の部分で人々の選好が変わってもその選択

肢に割り当てられる確率は変わらない。

（2）その確率は決定方法における各個人の比重 (weight)を表すものと考えられ，複数の人々
が同じ選択肢を最も好むときにはそれらの人々の比重の合計がその選択肢に割り当てら

れる。

（3）誰か 1人の比重が 1であれば独裁的であるが，確率的に独裁的な場合は各個人に 1以下
の比重が与えられる。ただし全員の比重が正であるとは限らない。

6.2 戦略的に操作不可能な決定方法の性質

まず次の補助定理を示す。

補助定理 6.1. 決定方法が局所的ならば二項反応的である。

証明. 2つの選択肢 x，yについて，ある個人 iについて xPi!yであるとする。x，y以外のあ

る選択肢 zをとり個人 iが zよりも好む選択肢の集合をW で表す。またW に zを合わせた

集合をW 1 で表す。x，yは隣り合っているのでともにW およびW 1 に属するか，ともに属

さないかのいずれかである。個人 iの選好が xPi!yから yPi!xに変わったとしても，決定方
法が局所的であるからW およびW 1に割り当てられる確率は変わらない。したがって zに割

り当てられる確率も変わらないので決定方法は二項反応的である。 ,
『戦略的操作不可能性』から次の結果が得られる。

補助定理 6.2 (決定方法が素直，局所的かつ二項反応的であること). 決定方法が戦略的に操
作不可能であれば，局所的，二項反応的かつ素直である。

証明. （1）まず局所的でないと仮定してみよう。ある個人 iの選好の上位に位置する選択肢

の集合をXとし，選好の組み合わせ a，bにおいてXの選択肢に割り当てられる確率の

合計を ppX, aqおよび ppX, bqで表す（a，bいずれにおいてもXは個人 iの選好の上位

にある）。もし局所的でなければ，選好の組み合わせが aから bに変わるような形で個

人 iの選好が変化し，X を構成する選択肢に変化がないときに ppX, bqと ppX, aqとが
異なることがある。ppX, bq ´ ppX, aq “ ε ą 0p0 ă ε ă 1qとし，個人 iの aにおける

選好に適した効用関数を ua
i として，X に属する選択肢 xについて 1 ő ua

i pxq ă 1` ε，

X に属さない選択肢 yについて 0 ő ua
i pyq ă εとなるようなものを考える。すると a，

bにおける期待効用はそれぞれ次のようになる。

Ea
i pdpaqq ă p1` εqppX, aq ` εr1´ ppX, aqs “ ppX, aq ` ε

Ea
i pdpbqq ŕ 1 ¨ ppX, bq ` 0 ¨ r1´ ppX, bqs “ ppX, bq “ ppX, aq ` ε

したがってEa
i pdpbqq ą Ea

i pdpaqqが得られる。Ea
i pdpbqq，Ea

i pdpaqqは aにおける選好

に適した効用関数による期待効用である。このことは選好の組合わせ aにおいて個人 i

が bにおける選好に基づいて意志表明することによってより高い期待効用を実現できる
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ことを意味するから，決定方法は戦略的に操作可能である。ppX, bq ´ ppX, aq ă 0の
場合には，以下のように bにおける個人 iの選好に適した効用関数を考えることによっ

てやはり戦略的に操作可能であることが示される。

ppX, aq ´ ppX, bq “ ε ą 0，1 ő ub
ipxq ă 1` ε，0 ő ub

ipyq ă εとすると

Eb
i pdpaqq ŕ 1 ¨ ppX, aq ` 0 ¨ r1´ ppX, aqs “ ppX, aq “ ppX, bq ` ε

Eb
i pdpbqq ă p1` εqppX, bq ` εr1´ ppX, bqs “ ppX, bq ` ε

よりEb
i pdpaqq ą Eb

i pdpbqqを得る。

よって ppX, bq ´ ppX, aq “ 0でなければならないから局所的である。

（2）補助定理 6.1により局所的であれば二項反応的である。

（3）次に局所的であるが素直ではないと仮定してみよう。そうするとある個人 iとその選好

において隣り合う 2つの選択肢 x，y（xPi!y）について，xPi!yが yPi!xに変わったと
き（このとき選好の組み合わせが aから bに変わったと表現する）に yに割り当てら

れる確率が小さくなるような場合がある。そのとき二項反応性によって x，y以外の確

率は変わらないから xに割り当てられる確率は大きくなる。それぞれの確率の変化を ε

で表し，xPi!yのときの個人 iの選好に適した効用関数 ua
i をとると

Ea
i pdpbqq ´ Ea

i pdpaqq “ εua
i pxq ´ εua

i pyq ą 0

となるが，これは個人 iにとって選好の組合わせ aにおいて戦略的に操作可能であるこ

とを意味するから決定方法は素直でなければならない。

,
次に定理の証明にとって重要な以下の結果を示す。

補助定理 6.3. 決定方法が事後的なパレート原理を満たし戦略的に操作不可能ならば，ある
個人が最も好む選択肢以外の隣り合った 2つの選択肢のその個人の選好における順序が入れ
替わったとき，それらの選択肢に割り当てられる確率は変化しない。

証明. ある選好の組み合わせ aにおいて個人 1が最も好む選択肢以外の 2つの選択肢 x，yが

個人 1の選好において隣り合っている（xP a
1 !y）ものとする。個人 1の選好において xと y

の順序が入れ替わったときの選好の組み合わせを bとし，a，bにおいて x，yに割り当てら

れる確率を ppx, aq，ppy, bqなどで表すと，二項反応性によって

ppy, bq ´ ppy, aq “ ppx, aq ´ ppx, bq “ ε (6.1)

を得る。以下では ε “ 0を示す。
aにおいて個人 1が最も好む選択肢を zとする。仮定により zは x，yとは異なる。すべて

の人々が zを最も好んでいる場合には事後的なパレート原理によって z以外の選択肢の確率

は 0となり，zに確率 1が割り当てられるから xと yの順序が入れ替わっても x，yの確率は

0のままで変わらず ε “ 0である。z以外の選択肢を最も好む人がいると仮定し，その 1人を
個人 2とする。ここで個人 2の選好において z と zより 1つ上に位置する選択肢 w1 との順
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序が入れ替わったときの選好の組み合わせを a21とし，bにおいて zとw1の個人 2の選好に
おける順序が入れ替わったときの選好の組み合わせを b21とすると，w1が x，yとは異なる

選択肢であれば二項反応性によって aと a21における x，yの確率，および bと b21における

x，yの確率は等しい。したがって

ppy, b21q´ppy, a21q “ ppx, a21q´ppx, b21q “ ppy, bq´ppy, aq “ ppx, aq´ppx, bq “ ε (6.2)

を得る。

次に w1 が yと同一の選択肢である場合を考えてみよう。まず二項反応性により aと bに

おける zの確率は等しく，a21と b21における zの確率も等しい。aと a21を比較して

ppz, a21q ´ ppz, aq “ ppy, aq ´ ppy, a21q

を，bと b21を比較して

ppz, a21q ´ ppz, aq “ ppy, bq ´ ppy, b21q

を得る。ここで ppz, b21q “ ppz, a21q，ppz, bq “ ppz, aqを用いた。この 2式より

ppy, aq ´ ppy, a21q “ ppy, bq ´ ppy, b21q

すなわち

ppy, bq ´ ppy, aq “ ppy, b21q ´ ppy, a21q (6.3)

が得られる。a21と b21を比較すると二項反応性より

ppy, b21q ´ ppy, a21q “ ppx, a21q ´ ppx, b21q “ ε21

を得るが，(6.1)，(6.3)より ε21 “ εであることがわかる。w1が xと同一の選択肢である場

合も同様にして

ppy, b21q ´ ppy, a21q “ ppx, a21q ´ ppx, b21q “ ε

を示すことができる(32。

以上のことは個人 1の選好における xと yとの順序の入れ替えによる y，z の確率の変化

（εの値）が個人 2の選好における zと w1との順序の入れ替えによって影響を受けないこと

を意味する。

同じように考えれば個人 2の選好において z がさらに 1つ上の選択肢 w2 と入れ替わった

場合にも εの値は変わらず，zが個人 2の選好の最上位になるまで移動しても同じことが言え
る。同様に個人 2以外の最も好む選択肢が zではない人についてもまったく同じ議論が当て

はまるので，結局 zが全員の選好において最上位になってても εの値は変わらない。zが全員

の選好において最上位にある場合には事後的なパレート原理により zに割り当てられる確率

は 1であるから，すべての場合についてが ε “ 0となり補助定理の結論が示された。 ,

(32(6.3)に代えて
ppx, bq ´ ppx, aq “ ppx, b21q ´ ppx, a21q

が得られる
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6.3 決定方法についてのギバードの定理

以上の準備のもとに次の定理を示す。

定理 6.1. 事後的なパレート原理を満たし，戦略的に操作不可能な決定方法は確率的に独裁
的である。

いくつかの補助定理によってこの定理が証明される。まず次の結果を示す。

補助定理 6.4. 決定方法は事後的なパレート原理を満たし戦略的に操作不可能であるとする。
あるグループ V に属する人々が選択肢 xを最も好み，他の人々が xを最も嫌っている（xが

彼らの選好において最下位にある）ときに（そのような選好の組み合わせを aとする）xに

割り当てられる確率 ppx, aqを pV px, aqで表すと

（1）pN px, aq “ 1である。ただしN はすべての人々の集合を表す。

（2）pV px, aqは人々の x以外の選択肢に関する選好には依存しない。

（3）V に属する人々が選択肢 zを最も好み，他の人々が zを最も嫌っている（zが彼らの選

好において最下位にある）ときに（そのような選好の組み合わせを bとする）zに割り

当てられる確率 ppz, bqを pV pz, bqで表すと pV pz, bq “ pV px, aqである。

証明. （1）事後的なパレート原理から x以外の選択肢に割り当てられる確率はすべて 0であ
るから xの確率は 1である。

（2）決定方法の局所性により V の人々の x以外の選択肢に関する選好の変化は xに割り当

てられる確率に影響しない。xは V 以外の人々の選好において最下位にあるので，や

はり局所性によって V 以外の人々の x以外の選択肢に関する選好の変化も xに割り当

てられる確率に影響しない。

（3）選好の組み合わせ aにおいて，V に属する人々が xを最も好むとともに xPi!zという選
好を持ち，他の人々が xを最も嫌うともに zPi!xという選好を持っていると仮定する。
このとき xに割り当てられる確率は pV px, aqに等しく，パレート原理と補助定理 6.3に
よって zに割り当てられる確率は 0である。次に別の選好の組み合わせ bをとり，V に

属する人々が zを最も好むとともに zPi!xという選好を持ち，他の人々が zを最も嫌う

とともに xPi!zという選好を持っていると仮定する。このとき zに割り当てられる確率

は pV pz, bqに等しく，パレート原理と補助定理 6.3によって xに割り当てられる確率は

0である。aと bにおいては各個人の選好において隣り合う xと zに関する選好が変化

しただけであるから二項反応性により xと z以外の選択肢に割り当てられる確率は変化

せず，xと zに割り当てられる確率の和も変化しない，したがって pV px, aq “ pV pz, bq
が得られる。

,
ここで定義した pV px, aqの値はグループ V の人々がある共通の選択肢を最も好み，V 以外

の人々がその選択肢を最も嫌うということを除いて特定の選択肢や人々の選好には依存せず，
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どのような人々が V を構成するかによってのみ決まるから，この値はグループ V に与えられ

る比重と見なすことができる。これを

µpV q “ pV px, aq (6.4)

と表す。また V が 1人の人からなる場合には µpV qはその人の個人としての比重を表す。
選好の組み合わせ aにおいて xを最も好む人々の集合を V px, aqで表し，そのグループの
比重を µpV px, aqqで表す。補助定理 6.3を用いて次の補助定理を示す。

補助定理 6.5. 決定方法が事後的なパレート原理を満たし戦略的に操作不可能であるとする
と，その決定方法によって選好の組み合わせ aにおいて xに割り当てられる確率 ppx, aqは次
の式を満たす。

ppx, aq “ µpV px, aqq (6.5)

証明. まず V の人々が xを最も好み，他の人々が xを最も嫌っているときには µpV px, aqの
定義によって ppx, aq “ µpV px, aqqが成り立つ。補助定理 6.4によりその値は V および V 以

外の人々の x以外の選択肢に関する選好には依存しない。一方，補助定理 6.3により V 以外

の人々の選好において xと他の選択肢との順序が入れ替わっても xが最上位に行かない限り

xに割り当てられる確率は変化しない。したがって一般的に ppx, aq “ µpV px, aqqが成り立
つ。 ,
次に以下の補助定理を示す。

補助定理 6.6. 人々の集合 V1と V2があり共通の人々を含まないものとする (V1 X V2 “ H)。
決定方法が事後的なパレート原理を満たし戦略的に操作不可能であれば V “ V1 Y V2につい

て µpV q “ µpV1q ` µpV2qである。

証明. V1 の人々が xを最も好み，V2 の人々は xとは異なる yを最も好むとともに xをその

次に好んでいる。またそれ以外 (N ´ V1Y V2)の人々は x，y以外の選択肢を最も好み，かつ

yより xを好んでいるものと仮定し，そのような選好の組み合わせを aとする。このとき補

助定理 6.5によって x，yに割り当てられる確率はそれぞれ V1，V2の比重 µpV1q，µpV2qに等
しい。

ここで V2の人々の選好において xと yの順序が入れ替わったときの選好の組み合わせを b

とすると，やはり補助定理 6.5によってそのとき xに割り当てられる確率は V1 Y V2 の比重

µpV1 Y V2qに等しい。また二項反応性によって x，y以外の選択肢の確率は変化せず，さら

に事後的なパレート原理によって yの確率は 0となるから

ppx, bq “ µpV1 Y V2q “ ppx, aq ` ppy, aq

が得られる。これは

µpV1 Y V2q “ µpV1q ` µpV2q

を意味するから補助定理が示された。 ,
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この補助定理は V1，V2がそれぞれ 1人だけの集合である場合，2人からなる集合の比重は
その 2人の比重の和に等しく，さらに 1人加わればその人を加えた 3人の比重の合計が 3人
の集合の比重に等しいことなどを意味する。したがってあるグループの比重はそのグループ

を構成する人々の個人としての比重の和に等しくなり，補助定理 6.4の (1)より pN px, aq “ 1
であるから補助定理 6.5，6.6によって次の結果を得る。

系 6.1. 決定方法が戦略的に操作不可能であるとすると，その決定方法によって xに割り当

てられる確率は，xを最も好む人々の個人としての比重の和に等しい。

これは決定方法が確率的に独裁的であることを意味するから定理 6.1が証明された。
最後に定理 6.1の逆を確認しておこう。

定理 6.2. 確率的に独裁的な決定方法は戦略的に操作不可能である。

証明. 確率的に独裁的な決定方法においては各自が最も好む選択肢にのみ正の確率が割り当
てられ，またその確率はその選択肢を最も好む人々が誰であるかによってのみ決まる。した

がってある人が本来の選好とは異なる選好に基づいてある選択肢を選ぶとすると，自分が最も

好む選択肢の確率が小さくなってその分自分が選んだ選択肢の確率が大きくなる。したがっ

てその人の期待効用は低下せざるを得ないから戦略的に操作不可能である。 ,

6.4 人々の選好に無差別な関係を含む場合

先に証明した定理は人々の選好に無差別な関係を含む場合には成り立たない。それをギバー

ドによって示された例を用いて確認してみる。

例 連続的な独裁制 (serial dictatorship)と呼ばれる次のような決定方法を考えてみよう。ま
ずある 1人の人（個人 1とする）を第 1の独裁者として固定し，任意の選好の組み合わせに
おいて個人 1が最も好む選択肢を選ぶ。それがただ１つであればそれのみが決定方法によっ
て選ばれる選択肢（確率 1が割り当てられる）となるが，もし 2つ以上あるならば，次の第
2の独裁者（個人 2）を固定し，個人 1が最も好む選択肢の中で個人 2が最も好む選択肢を選
ぶ。それが複数あればそれぞれに正またはゼロの確率を与える。この決定方法は誰にとって

も戦略的に操作可能ではない。

もし個人 1が最も好む選択肢がただ 1つであればそれに確率 1が割り当てられ，個人 2以
下の人々がそれとは異なる選択肢を最も好むとしてもそれらの選択肢には正の確率は与えら

れない。この場合個人 1の比重は 1であり，他の人々の比重はすべてゼロである。次に，個
人 1が最も好む選択肢が xと yの 2つであり，さらに xが個人 2が最も好む選択肢に含まれ
ているとしよう。すると xに確率 1が割り当てられる。このときも個人 1の比重は 1であり，
個人 2の比重はゼロであると考えることができるかもしれない。しかし，もし yが個人 2が
最も好む選択肢に含まれているならば xではなく y に確率 1が割り当てられることになり，
個人 2の選好によって選択肢に与えられる確率が変わることになるので個人 2の比重がゼロ
であるとは言えない。したがってこの決定方法は『確率的に独裁的』ではない。
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7 個人の権利についてのセンの定理：リベラルパラドックス

7.1 パレート原理と個人の権利の両立性

社会的な選好を構成する，あるいは社会的選択関数が選ぶ対象となる選択肢の中には特定

の個人に関わるものも含まれているかもしれない。そのような選択肢に関する判断はその個

人に任されるべきだという考え方もできるだろう。すなわちその個人の権利の問題というこ

とになる。一方ある選択肢について社会のすべての人々が共通の選好を持てばそれが社会の

選好や選択関数に反映されるべきだという『パレート原理』も説得力のある理念である。個

人の権利とパレート原理は両立するのだろうか。これに対して極めて単純な枠組みで否定的

な結論を導き出すのがアマルティア・センによる『リベラル・パラドックス』と呼ばれる定

理である(33。

初めにセンによって取り上げられた 1つの例を見てみよう。

チャタレイ夫人の恋人 『チャタレイ夫人の恋人』という本が 1冊だけあり，それをA氏が
読む，B氏が読む，誰も読まない，という 3つの選択肢があるものとする。それぞれを a，b，

cと名づける。謹厳家の A氏は，誰もその本を読まないことを最も望み，次には彼自身が読
むことを望み，『影響を受けやすい』B氏が読むことは最悪であると考えているとする。すな
わちA氏は c，a，bの順で選好する。一方，B氏は 2人とも読まないよりはどちらかが読む
ことを望むが，彼自身が読むよりも堅物のA氏が読むことを望んでいるとする。つまりB氏
は a，b，cの順で選好する。さて，A氏がこの本を読むか読まないかはA氏の問題であるか
ら，A氏が自ら読むことを望まないのであれば社会としてもA氏が読むことよりも誰も読ま
ないことを選好すべきであると言える。同様にB氏が読むか読まないかはB氏の問題である
から，B氏が自ら読むことを望むのであれば社会としても誰も読まないことよりはB氏が読
むことを選好すべきである。つまり社会的には cが aよりも，また bが cよりも選好される

べきであるから，社会的な選好が非循環性を満たすならば aが bより社会的に選好されては

ならない（推移性あるいは準推移性を満たすならば社会的選好は b，c，aの順でなければな

らない）。しかしA氏，B氏ともに，bよりも aを選好しているからパレート原理によれば a

が bよりも選好されなければならず矛盾が生じる。

個人の権利を次のような条件で表す。

条件 L：自由主義 (liberalism) 各個人 iにとって少なくとも 1つの選択肢の組 px, yqがあっ
て，社会的選択において，どちらの方向にせよ個人 iが決定的である。すなわち xPiy

ならば社会的にも xPy，また yPixならば yPxである。

この条件はすべての人に権利を与えるものであるがこれを特定の 2人だけに弱めることが
できる。すなわち

条件 L˚：最小自由主義 (minimal liberalism) 少なくとも 2人の個人 jと k，および異な

る選択肢の組 px, yq，pz, wqがあって，jと kがそれぞれの組についてどちらの方向に

せよ決定的である。すなわち xPjyならば社会的にも xPy，yPjxならば yPx，zPkw

ならば zPw，wPkzならば wPz。

(33以下の内容は Sen (1979)による。
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　　　　　　　　　Ｂ氏の戦略

Ａ氏 読む 読まない

の戦 読む 実現不可能 1,2
略 読まない 0,1 2,0

表 1: 『チャタレー夫人の恋人』と囚人のジレンマ

たった 2人の権利を認めるだけであるがこれがパレート原理（条件 P）と両立しないこと
を示すことができる。

定理 7.1. 条件U，P，および L˚，非循環性を満たす社会的選択ルールは存在しない。

この定理においては推移性や準推移性は求めない。また条件 I（無関係選択肢からの独立
性）も仮定していない。

証明. 条件 L˚の定義において px, yqと pz, wqが同一の組であれば，2人の人が同じ選択肢の
組について決定的であることはありえないのでこの条件は成り立たない。まず x “ zのよう

に一方が同じ選択肢であると仮定し，次のような選好の組み合わせを考える。

（1）個人 j：xPjyPjw

（2）個人 k：wPkx，yPkw

（3）他の人々：yPiw

条件 L˚によって社会的に xPy，wPxでなければならない。一方条件 Pにより yPwでなけ

ればならないが，これは非循環性に反する。

次に 4つの選択肢がすべて異なるものとし，次のような選好の組み合わせを考える。

（1）個人 j：wPjxPjyPjz

（2）個人 k：yPkzPkwPkx，

（3）他の人々：wPix，yPiz

条件 L˚によって社会的に xPy，zPwでなければならない。一方条件 Pにより wPx，yPz

でなければならないが，これは非循環性に反する。 ,

7.2 センの定理と囚人のジレンマ

以上で証明した定理 7.1は実はゲーム理論の囚人のジレンマと同じ構造を持っていることが
明らかになっている。『チャタレー夫人の恋人』の例を用いて確かめてみよう。A氏，B氏を
ゲームのプレイヤーとし，『チャタレー夫人の恋人』を読むか読まないかを戦略の選択肢とす

るとこのゲームの利得は表 1のように表される。数字の組の左側はA氏の，右側はB氏の利
得である。各氏の利得はそれぞれの選好に対応するように表されている。また 1冊の本をと
もに読むことはできないので表の左上の状態は実現不可能である。A氏の最適反応は次のよ
うに表される。
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（1）B氏が『読む』を選んだとき ÝÑ 『読まない』（この場合読むことはできない）

（2）B氏が『読まない』を選んだとき ÝÑ 『読まない』

一方 B氏の最適反応は

（1）A氏が『読む』を選んだとき ÝÑ 『読まない』（この場合読むことはできない）

（2）A氏が『読まない』を選んだとき ÝÑ 『読む』

互いの最適反応が一致する『ナッシュ均衡』はB氏が『読む』を選びA氏が『読まない』を
選んだ場合である。そのときの利得はぞれぞれ 0と 1となる。一方，A氏が『読む』をB氏
が『読まない』を選んだときの利得は 1と 2でありナッシュ均衡よりも互いにとって（パレー
ト的に）よりよい状態であるが，このときA氏の最適反応は『読まない』なので均衡とはな
らないから囚人のジレンマと同様のゲームになっている。

7.3 社会的選択関数のリベラルパラドックス

個人の選好を社会の選好に移す社会的選択ルールではなく，個人の選好に基づいて選択肢

の集合からいくつかのものを選び出す社会的選択関数についてのリベラルパラドックスを検

討してみよう(34。ここで考える社会的選択関数はギバード・サタースウェイトの定理におけ

るようなただ 1つの選択肢を選ぶものではなく，複数の選択肢を選ぶ可能性があるものであ
る。社会的選択関数の対象となる（選ぶ可能性のある）選択肢の集合をAで表し，選好の組

み合わせ aにおいて選ばれる選択肢の集合をCpaqで表す。まず条件Pと条件 L˚を社会的選
択関数の枠組みに当てはまるように書き直すことから始める。

条件P˚（パレート劣位にある選択肢の排除 (rejection of Pareto inferior states)）Aに

含まれる任意の 2つの選択肢の組 px, yqについて，ある選好の組み合わせ aにおいてす

べての人々が xPiyであれば yは Cpaqに含まれない。

条件 L˚˚（最小の自由に基づく選択肢の排除 (rejection based on minimal liberty)）少
なくとも 2人の個人 jと k，およびAに含まれる異なる選択肢の組 px, yq，pz, wqがあ
り，任意の選好の組み合わせを aとして xPjyならば yはCpaqに含まれず，yPjxなら

ば xは Cpaqに含まれない。また zPkwならば wは Cpaqに含まれず，wPkzならば z

は Cpaqに含まれない。

条件 P˚ はすべての人々が yより xを好んでいて，かつ xが選択の対象に含まれていれば y

は選ばれないことを求める条件である。また条件 L˚˚はある人が yより xを好んでいて，か

つ xが選択の対象に含まれていれば yを排除することができるというような権利を，少なく

とも 2人の人に与えようという条件である。社会的選択関数については非循環性の条件は意
味がなく，任意の選好の組み合わせにおいて社会的選択関数が少なくとも 1つの選択肢を選
ぶということを条件とする。

これらの条件について以下の定理が示される。

定理 7.2. 条件U，P˚，および条件 L˚˚を満たす社会的選択関数は存在しない。
(34以下の内容は Sen (1993)による。
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証明. 証明は定理 7.1とよく似ている。まず条件 L˚˚ において x “ z のように一方が同じ選

択肢であると仮定し，次のような選好の組み合わせ aを考える。uは x，y，w以外の任意の

選択肢を表す。

（1）個人 j：xPjyPjwPju

（2）個人 k：wPkx，yPkwPku

（3）他の人々：yPiwPiu

条件 L˚˚によって yおよび xはCpaqに含まれない。一方条件P˚によってwも uもCpaqに
含まれない(35。そうすると社会的選択関数は何も選べなくなってしまうので矛盾である。

次に 4つの選択肢がすべて異なるものとし，次のような選好の組み合わせ bを考える。uは

x，y，z，w以外の任意の選択肢を表す。

（1）個人 j：wPjxPjyPjzPju

（2）個人 k：yPkzPkwPkxPku，

（3）他の人々：wPix，yPizPiu

条件 L˚˚ によって y および w は Cpbqに含まれない。一方条件 P˚ によって xも z も uも

Cpbqに含まれない(36。そうすると社会的選択関数は何も選べなくなってしまうので矛盾であ

る。 ,

7.4 非賦課性と個人の権利の両立性

定理 7.1では社会的選好に非循環性を要求し条件 U（定義域の非限定性）を仮定すればパ
レート原理と個人の権利が両立しないことを示したが，実はもっと強い定理，すなわち非賦

課性と個人の権利が両立しないことを示すことができる(37。非賦課性の条件はウィルソンの

定理において取り扱ったが，ここではもう少し強い条件を仮定する。ただし，条件 I（無関係
選択肢からの独立性）の精神に類似したものを含める。

厳密な非賦課性 (strict non imposition) 任意の 2つの選択肢の組 px，yqについて，人々
の他の選択肢に関する選好に対応して xPyとなるような xと yに関する人々の選好の

組み合わせが少なくとも 1つはある(38。

条件 Iを仮定しなければ x，y 以外の選択肢に関する選好が xと y についての社会的選好に

影響することがある。この条件はその場合でも xと yに関する適当な選好の組み合わせを選

べば xPyとなることを求めるものである。パレート原理が成り立てば任意の x，yについて

すべての人々が xPiyのときには他の選択肢に関する選好に関係なく xPyとなるので厳密な

非賦課性が満たされている。しかし逆は必ずしも成り立たない。すなわち厳密な非賦課性は

パレート原理よりも弱い条件である。この弱い条件でも個人の権利と両立しないことが示さ

れる。
(35すべての人々が w より y を選好している。
(36すべての人々が xより w を，z より y，uより z を選好している
(37以下の内容は Kelsey (1985)による。
(38もし条件 Iを仮定するなら，xと y についての社会的選好はそれらに関する人々の選好のみによって決まる
ので『人々の他の選択肢に関する選好に対応して』という部分は必要ない。
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定理 7.3. 条件U，L˚，厳密な非賦課性，非循環性を満たす社会的選択ルールは存在しない。

証明. 証明は定理 7.1とよく似ている。まず条件 L˚において x “ zのように一方が同じ選択

肢であると仮定し，次のような選好の組み合わせを考える。

（1）個人 j：xPjy，xPjw

（2）個人 k：wPkx，yPkx

（3）他の人々：特定しない

条件 L˚によって社会的に xPy，wPxでなければならない。一方 yとwについては各個人の

選好について何も仮定されていないし，推移性によっても何も制約されない。厳密な非賦課

性により yPwとなるような選好の組み合わせがある。しかしこれは非循環性に反する。

次に 4つの選択肢がすべて異なるものとし，次のような選好の組み合わせを考える。

（1）個人 j：xPjy，xPjz，wPjy，wPjz

（2）個人 k：zPkw，zPkx，yPkw，yPkx

（3）他の人々：特定しない

条件 L˚によって社会的に xPy，zPwでなければならない。一方 yと z，xとwについては

各個人の選好について何も仮定されていないし，推移性によっても何も制約されない。厳密

な非賦課性により yPzかつ wPxとなるような選好の組み合わせがある。しかしこれは非循

環性に反する。 ,
社会的選好に非循環性ではなく推移性を要求することによって厳密な非賦課性をウィルソ

ンの定理と同じような非賦課性に弱めることができる（厳密な非賦課性と同様に条件 Iの精
神に類似したものが含まれている）。

非賦課性 (non imposition) 任意の 2つの選択肢の組 px，yqについて，人々の他の選択肢
に関する選好に対応して xRyとなるような xと yに関する人々の選好の組み合わせが

少なくとも 1つはある。

この条件は xと yに関する適当な選好の組み合わせを選べば xRyとなることを求めるもので

ある。

定理 7.4. 条件U，L˚，非賦課性，推移性を満たす社会的選択ルールは存在しない。

証明. 証明は定理 7.3とほぼ同じである。まず条件 L˚において x “ zのように一方が同じ選

択肢であると仮定し，次のような選好の組み合わせを考える。

（1）個人 j：xPjy，xPjw

（2）個人 k：wPkx，yPkx

（3）他の人々：特定しない
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条件 L˚によって社会的に xPy，wPxでなければならない。一方 yとwについては各個人の

選好について何も仮定されていないし，推移性によっても何も制約されない。非賦課性によ

り yRwとなるような選好の組み合わせがある。しかしこれは推移性に反する。

次に 4つの選択肢がすべて異なるものとし，次のような選好の組み合わせを考える。

（1）個人 j：xPjy，xPjz，wPjy，wPjz

（2）個人 k：zPkw，zPkx，yPkw，yPkx

（3）他の人々：特定しない

条件 L˚によって社会的に xPy，zPwでなければならない。一方 yと z，xとwについては

各個人の選好について何も仮定されていないし，推移性によっても何も制約されない。非賦

課性により yRzかつ wRxとなるような選好の組み合わせがある。しかしこれは推移性に反

する。 ,

7.5 社会的選択関数の場合の非賦課性と個人の権利の両立性

社会的選択関数の場合の非賦課性と個人の権利の両立性について検討してみよう。社会的

選択関数の場合には非賦課性を次のように定義する。

非賦課性 (non imposition) 任意の 2つの選択肢の組 px，yqについて，人々の他の選択肢
に関する選好に対応して yが Cpaqに含まれないような選好の組み合わせ aがある。

この条件は xと yに関する適当な選好の組み合わせを選べば yが社会的選択関数によって選

ばれないようにできることを求めるものである。条件P˚が成り立てば x，y以外の選択肢に

関する人々の選好に関わらずすべての人々が xPiyであれば yが社会的選択関数によって選

ばれないので，条件 P˚はこの非賦課性を意味している。すなわち非賦課性は条件P˚よりも
弱い条件である。この定義のもとで次の定理を証明する。

定理 7.5. 条件U，非賦課性，および条件 L˚˚を満たす社会的選択関数は存在しない。

証明. 証明は定理 7.4とよく似ている。まず条件 L˚˚ において x “ z のように一方が同じ選

択肢であると仮定し，次のような選好の組み合わせ aを考える。uは x，y，w以外の任意の

選択肢を表す。

（1）個人 j：xPjy，xPjw，uPjy

（2）個人 k：wPkx，yPkx，yPku

（3）他の人々：特定しない

条件 L˚˚によって yおよび xは Cpaqに含まれない。一方 yと w，xと uについては各個人

の選好について何も仮定されていないし，個人の選好の推移性によっても何も制約されない。

非賦課性により wおよび uが Cpaqに含まれないような選好の組み合わせがある。そうする
と社会的選択関数は何も選べなくなってしまうので矛盾である。

次に 4つの選択肢がすべて異なるものとし，次のような選好の組み合わせ bを考える。uは

x，y，z，w以外の任意の選択肢を表す。
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（1）個人 j：xPjy，xPjz，wPjy，wPjz，xPju，wPju

（2）個人 k：zPkw，zPkx，yPkw，yPkx，uPjx，uPjw

（3）他の人々：特定しない

条件 L˚˚によって yおよびwはCpbqに含まれない。一方 yと z，xとw，yと uについては

各個人の選好について何も仮定されていないし，推移性によっても何も制約されない。非賦

課性により x，zおよび uがCpbqに含まれないような選好の組み合わせがある。そうすると
社会的選択関数は何も選べなくなってしまうので矛盾である。 ,

8 結びにかえて

本稿では複数の選択肢を選ぶ可能性のある社会的選択関数や確率的な社会的選好，確率的

な社会的選択関数，個人の権利とパレート原理の両立性など種々な問題を扱ってきたが，そ

れぞれに社会的選択理論の重要なテーマとなっており現在も活発に研究が展開されているも

のである。これですべてを網羅したわけではないが，前稿と合わせて一通り社会的選択理論

の主要な内容を紹介できたかと思う。

さらに研究を発展させより新しい問題について考えて行きたい。
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